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Metody Runge-Kutty w praktyce

Czyli co kazdy programista powinien wiedziec
o doktadnym catkowaniu réwnan rézniczko-

wych zwyczajnych

W artykule pt. Podstawy mechaniki klasycznej dla programistéw gier, czyli rzecz o tym,
jak catkowaé réwnanie ruchu z numeru 7/2013 (14) Programisty, opisatem metody
Eulera-Cromma i Verleta uzywane w grach do rozwigzywania réwnan ruchu fizyki kla-
sycznej (réwnanie Newtona). Teraz chciatbym opisa¢ metody, ktérych nalezy uzy¢, gdy
priorytetem jest doktadnosc¢ wynikéw. Ich zastosowanie nie ogranicza sie do gier.

etody te s3 przeznaczone do symulacji ewolucji dowolnych ukta-

déw opisywanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. A takie

réwnania znajdziemy nie tylko w fizyce i technice, ale réwniez w
biologii, geografii, ekonomii czy medycynie (epidemiologia). Nie mam wo-
bec tego watpliwosci, ze umiejetnos¢ poradzenia sahie 7 takimi rownaniami
moze by¢ bardzo przydatna programiscie, szczegezeli w trakcie stu-
diéw nie zetknat sie z metodami numerycznymi. R

()V\@-\NIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

Réwnania rézniczkowe zwyczajne (ang. ordinary differential equations, ODE)
n-tego stopnia majg 0ogélng postac:

In—lllx]

yix)=f(y,y", ..y
Nawias w gérnym indeksie oznacza pochodna. Z lewej strony mamy pochod-
na n-tego rzedu, a z prawej dowolna funkcje, ktéra wigze zmienna x oraz po-
chodne funkgji y do rzedu n-1 wiacznie. Rozwigzaniem jest poznanie funkgji
y(x). To bardzo wazna grupa réwnan, poniewaz jak wspomniatem wyzej bar-
dzo wiele problemdw fizyki, techniki, biologii czy ekonomii opisywanych jest
tego typu réwnaniami.
Bez watpienia najstynniejszym i najwazniejszym réwnaniem tego typu
jest rébwnanie ruchu punktu materialnego odkryte przez Newtona (kropki
oznaczaja tu pochodne po czasie):

To réwnanie na ewolucje wektora potozenia w tréjwymiarowej przestrzeni,
ale bez problemu mozna je rozpisa¢ na trzy réwnania dla poszczegélnych
sktadowych. Réwnanie ruchu jest réwnaniem drugiego stopnia. Korzystajac z
definicji predkosci jako pochodnej potozenia po czasie, mozna je rozpisac na
dwa réwnania pierwszego stopnia:

F(1)=v(1).

Podobnie mozna zrobi¢ z dowolnym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym
dowolnego stopnia n. Mozna je zamieni¢ na n réwnan pierwszego stopnia.
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W powyzszym przyktadzie mamy tak naprawde az sze$¢ rownan (trzy dla
sktadowych wektora potozenia i trzy dla sktadowych wektora predkosci). Gdy
ukfad sktada sie z wiekszej liczby punktéw materialnych, liczba réwnan wzra-
sta do réwnej iloczynowi stopnia réwnania, liczby wymiaréw i liczby punk-
téw. Naszym celem jest przygotowanie kodu C++ stuzacego do rozwigzywa-
nia dowolnie duzego zbioru réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego
rzedu. W ten sposob uzyskamy narzedzie, z pomoca ktérego bedziemy mogli
zmierzyc¢ sie z kazdym problemem opisywanym tego typu réwnaniami. Uzy-
jemy do tego metod z rodz nge-Kutty (RK). Testy przeprowadzimy na
prostych uktadach ﬁzycznyc@

Zdaje sobie sprawe, ze Czytelnika moga nie interesowac szczegoty wy-
prowadzenia poszczegdlnych metod RK. Dla wyzszych rzedéw sa to napraw-
de skomplikowane rachunki. Bardziej interesujacy jest zapewne gotowy do
uzycia kod. Dlatego przedstawie odpowiednie kody, robiac tylko niezbedne
uwagi potrzebne do ich prawidtowego uzycia we wiasnych projektach.

Aby nasz kod byt mozliwie ogélny, zatézmy, ze stan ukfadu opisywany jest
przez N-elementowy wektor, ktérego kolejne sktadowe moga by¢ na przyktad
sktadowymi wektorow potozenia i predkosci. Rbwnanie rézniczkowe pierw-
szego rzedu dla kazdej sktadowej tego wektora y; bedzie miato postac:

vil(t)=fy.0=fy)50 ).

Argumentem funkgji f sg wszystkie sktadowe wektora y oraz zmienna t. Po-
niewaz wszystkie testy, jakie przedstawie w artykule, beda oparte na przykfa-
dach ewolucji uktadéw fizycznych zamiast zmiennej x, bede uzywat t, ktorej
standardowo uzywa sie do oznaczenia czasu.

Kod przygotujemy w C++. Nie ma wiekszego znaczenia, jakiego $rodo-
wiska programistycznego i kompilatora uzyjemy. Ja uzywam srodowiska Mi-
crosoft Visual C++ 2015 (VC++) w wersji preview i do niego bede sie odwoty-
wat w opisie, ale réwne dobrze mogtby to by¢ kompilator g++ z dowolnym
edytorem. W VC++ stworzytem projekt o nazwie Odelnt typu Empty Project,
aby unikna¢ dodawanego do pozostatych projektéw kodu, ktéry utrudniatby
przenaszalnos¢ projektu do innych kompilatoréw. Do pseudokatalogu He-
ader Files dodatem plik nagtéwkowy odeint.h, a do Source Files plik odeint.cpp.
To beda jedyne pliki projektu.

METODA EULERA
(METODA RK PIERWSZEGO RZEDU)

Zacznijmy od najprostszej metody RK, czyli metody Eulera. Jejimplementacja
jest tatwa i intuicyjna, ale z géry musze uprzedzi¢, ze niewiele bedzie z niej
pozytku. Nigdy nie nalezy jej uzywac, jezeli zalezy nam na dokfadnych wy-
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nikach. Funkcja rozwiazujaca zbiér rownan musi przyjmowac caty wektor y,
jego rozmiar, zmienna t, krok catkowania h, wektor, do ktérego zapiszemy wy-
nik, oraz zbior funkgji f, czyli w istocie opis problemu, ktory reprezentuja row-
nania. Kod solvera odeint_Euler widoczny na Listingu 1 umies¢my w pliku
nagtéwkowym odeint.h. Funkcja f, drugi argument funkgcji odeint_Euler,
musi pozwala¢ na obliczenie kazdej funkgji f, dlatego musi przyjmowac in-
deks funkgji i, wektor y oraz biezacg warto$¢ zmiennej t. @

Listing 1. Implementacja metody Eulera (plik odeint.h)

#pragma once

template<typename T>
T* odeint_Euler(int N, T(*f)(int, T*, T), T* vy, T t, T h, T*
y_nast)

for (int i = @; i < N; ++1i) y nast[i] = y[i] + h* (i, vy, t);
return y_nast;

}

Metode Eulera mozna uzasadnia¢ na wiele sposobdw: jest prostym prze-
ksztatceniem ilorazu rézniczkowego, wynikiem catkowania po przedziale (t,
t+h) funkcji f przyblizonej przez jej warto$¢ w punkcie t czy rozwinieciem w
szereg Taylora najnizszego nietrywialnego rzedu. Tak czy inaczej jej wartosc¢
numeryczna jest bardzo marna i do powaznych symulagji sie nie nadaje.

SPADEK SWOBODNY

Sprawdzmy to na przykfadzie bardzo prostego uktadu, w ktérym punkt ma-
terialny w jednowymiarowej przestrzeni bedzie poddawany dziataniu statej
sity. Z taka sytuacja mamy do czynienia na przykfad, gdy spuszczamy jakis
przedmiot — wowczas porusza sie on pionowo (w jednym wymiarze) i dziata
na niego state przyspieszenie ziemskie. Oczywiscie pomijamy opory powie-
trza i site ewentualnych podmuchoéw wiatru, jezeli eksperyment wykonujemy
na dworze. Réwnanie ruchu w takim przypadku wyglada nastepujaco:

mx(t)=mg.

Zaktadam przy tym, ze o$ x skierowana jest pionowo w dét, czyli wzdtuz wek-
tora przyspieszenia ziemskiego. Mozemy pomina¢ masy i rozpisac to réwna-
nie na dwa réwnania pierwszego rzedu:

Réwnania te mozemy tatwo rozwigza¢ na kartce. Rozwiazujac drugie, uzy-
skamy V(f)=v,+ g . Wstawiajac to rozwigzanie do pierwszego z réw-
nan, otrzymamy X () =X,+ Vvt +g 712 . To znane ze szkoty predkos¢ i
potozenie w ruchu jednostajnie przyspieszonym. Do obliczenia ich wartosci
niezbedne s dwie state catkowania - w catym artykule zaktadamy, ze sg nimi
potozenie i predkos¢ poczatkowa w t = 0.

Dla tego uktadu wektor stanu y bedzie sie wobec tego sktadat tylko z
dwéch sktadowych:

— 1= 1
Y=o Yu=1x,vy.
Powyzsze réwnania mozna zatem przepisac, korzystajac z nowych oznaczen
jako:
J}OZZJfO(JV’I)::v’

=1y, t=g

Funkgja f dla spadku swobodnego (lub rzutu, o ile predkos¢ poczatkowa jest
skierowana wzdtuz osi x) moze by¢ wobec tego zaimplementowana jak na Li-

TYTUL

stingu 2. Wartos¢ statej przyspieszenia ziemskiego uzyta w tej funkcji wyznacza
jednostki, jakie uzywamy w programie. W przypadku z Listingu 2, a wiec gdy
stata réwna jest okofo 10, s3 to metry i seku@ zatem jednostki ukfadu SI.

Listing 2. Spadek swobodny (plik odeint.h)

#pragma once

#include <stdexcept>
using namespace std;

template<typename T>
T rzut(int i, T* y, T t) //1D, N=2
{
static const double g = 9.81; // => SI

double wynik = 0;

switch (i)
{
case 0:
wynik = y[1];
break;
case 1:
wynik = g;
break;
default:
throw runtime_error("Zty numer rdéwnania");
¥
return wynik;

¥

Ztézmy dwa elementy w catos¢, aby moc przeprowadzi¢ symulacje. Listing
3 zawiera kod z pliku odeint.cpp wraz z funkcjg main. W tej funkcji tworzymy
dwa wektory y i y_nast, ustalamy wartosci poczatkowe i uruchamiamy petle
symulacji, w ktorej obliczane sg w@ci y z kolejnych chwil czasu.

Listing 3. Kod pliku odeint.cpp

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

#include "odeint.h"

int main()

{
int N = 2;

double* y = new double[N];
double* y _nast = new double[N];

//warunki poczatkowe
for (int i = @; i < N; ++1)
{

y[i] = e;

y_nast[i] = @;

double tmax = 10;
double h = 0.01;

//plik

ofstream plik_wy("wyniki.dat");
plik_wy.precision(10);
plik_wy.setf(ios::scientific);

//ewolucja uktadu
for (double t = @; t < tmax; t += h)
{

odeint_Euler<double>(N, rzut<double>, y, t, h, y_nast);

plik_wy << t;

for (int i = @; i < N; ++i) plik_wy << "\t" << y[i];
plik_wy << "\t" << h;

plik_wy << "\n";

//zamiana tablic
double* y_tmp = y;
y = y_nast;
y_nast =y tmp;

¥

plik_wy.close();
cout << "\n\nOK.\n";

delete[] y;
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ALGORYTMIKA

Teraz mozna skompilowac i uruchomié program. W efekcie powinien powstac
plik wyniki.dat (w katalogu C:\Users\[login] \Documents\Visual Studio 2015\
Projects\Odelnt\Odelnt) zawierajacy w kolejnych kolumnach biezacy czas
symulacji, potozenie, przyspieszenie i krok czasowy. Zawartos¢ tego pliku
najlepiej obejrzec¢ za pomoca jakiegos programu do rysowania wykresow. Ja
uzywam darmowego gnuplota (http://www.gnuplot.info/). Wykresy widoczne
na Rysunku 1 pokazuja, ze uzyskane dzieki metodzie Eulera wyniki (czerwone
linie) sa zgodne z tym, co przewiduja rozwigzania analityczne (zielona linia),
a wiec mamy liniowa zmiane predkosci i kwadratowa zmiane potozenia. Nie
dajmy sie zwies¢ tej zgodnosci i sprawdzmy zachowanie wielkosci, ktéra nie
powinna sie zmienia¢ w trakcie ewolucji — catkowitej energii mechanicznej
tego uktadu. To dobry sposob weryfikowania poprawnosci obliczert nume-
rycznych. Na energie catkowitg sktada sie rosnaca energia kinetyczna spada-
jacego punktu oraz jego energia potencjalna malejaca wraz z wysokoscia:

&+ mgx.

E,
2

Jezeli energie potencjalng wyskalujemy tak, ze bedzie miata warto$¢ zero na
wysokosci, z ktérej puszczamy ciato, to energia catkowita powinna zachowy-
wac zerowg wartosc¢ przez caty czas symulacji. Z Rysunku 2 wida¢ jednak, ze
tak wcale nie jest. Mozemy oczywiscie zmniejszy¢ krok catkowania (zob. wy-
kresy dla h = 0.01, h = 0.001, h = 0.0001 réwniez widoczne s3 na Rysunku 2,
prawym), ale to znacznie zwieksza koszt obliczen, a przy tym tak naprawde
nie rozwigzuje problemu - btad nadal rosnie liniowo, tyle ze wolniej.

METODA PUNKTU SRODKOWEGO
(METODA RK DRUGIEGO RZEDU)

Znacznie lepszym rozwigzaniem jest zastosowanie bardziej doktadnej meto-
dy catkowania. Uzyjmy metody RK drugiego rzedu (RK2), czyli tzw. metody
punktu srodkowego (Listing 4). Jej koszt jest mniej wiecej dwukrotnie wiek-
szy niz metody Eulera, ale precyzja wynikéw kompensuje to z nawiazka.

Autor
Listing 4. Implementacja metody punktu srodkowego (plik odeint.h)

template<typename T>
T* odeint_MidPoint(int N, T(*f)(int, T*, T), T*y, T t, T h, T* y nast)
{
T* y_tmp = new T[N];
for (int i = @; i < N; ++1i)
{
T k1 = h*f(i, vy, t);
y_tmp[i] = y[i] + 0.5%k1;
¥
for (int i = 0; i < N; ++i)
{
T k2 =h * (i, y_tmp, t + 0.5%h);
y_nast[i] = y[i] + k2;
}

return y_nast;

¥

Poniewaz w funkcji odeint_MidPoint zachowalismy sygnature funkgcji
odeint_Euler, zmiana metody catkowania jest prosta. Wystarczy tylko w
funkcji main zmieni¢ nazwe uzytej funkgji:

//ewolucja uktadu
for (double t = @; t < tmax; t += h)

{
odeint_MidPoint<double>(N, rzut<double>, y, t, h, y nast);

Wré¢my do pierwotnego kroku czasowego h = 0.01 i poréwnajmy dziatanie
obu metod. Energie catkowita policzong z uzyciem metody punktu srodko-
wego pokazuje Rysunek 3. Jak wida¢ utrzymuje sie na poziomie zera nume-
rycznego dla liczb rzeczywistych podwadjnej precyzji (por. z Rysunkiem 2,
lewym). Jej zmiana jest mniejsza od btedéw zaokraglen, widocznych na Ry-
sunku 3 w postaci szumu. Takiej doktadnosci nie uzyskaliSmy metoda Eulera
nawet tysigckrotnie zmniejszajac dtugos¢ kroku catkowania.
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Rysunek 2. Energia catkowita w funkcji czasu — jej zmiana jest dobrg miarg btedu catkowania
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Rysunek 3. Energia catkowita w funkcji czasu policzona z uzyciem metody
punktu Srodkowego

OSCYLATOR HARMONICZNY

Zbadajmy inny, ale nadal jednowymiarowy uktad fizyczny zbudowany tak-
ze tylko z jednego punktu. Wektor stanu y pozostanie wiec niezmieniony.
Uktadem tym bedzie oscylator harmoniczny. Mozna go sobie wyobrazi¢
jako ciezarek zaczepiony na sprezynie. Potozeniem x bedzie wychylenie
ciezarka z potozenia réwnowagi. Wychylenie takie prowadzi do powstania
sity, ktéra w pewnym zakresie wychylen zalezy od tego wychylenia liniowo
(harmonicznie):

Sciéniecie lub rozciggniecie sprezyny powoduje powstanie sity dazacej do
przywrdcenia potozenia rownowagi. Jednak poniewaz ciezarek nabiera pred-
kosci, mija potozenie rownowagi i oscylator zaczyna oscylowac. Jezeli nie
dziataja sity oporu, bedzie oscylowat bez konca ze stata amplituda. Do pli-
ku nagtéwkowego odeint.h dodajmy funkcje opisujaca ten uktad (Listing 5).
Zmieniajaca sie sita powinna by¢ wiekszym wyzwaniem dla metody punktu
srodkowego. Funkcja napisana jest tak, ze umozliwia wigczenie sit oporu ttu-
migcych oscylacje, ale na razie sg one wylaczone (stata b réwna jest zeru).
Dla uproszczenia zakladamy, ze masa ciezarka réwna jest 1, a zamiast statej k
uzytem wyrazenia k=w , gdzie w to czestos¢ oscylacji. Wynika to wpraw-
dzie z analitycznego rozwigzania réwnania ruchu oscylatora (potozenie i
predkos¢ opisane sa funkcjami sin i cos), ale takie podstawienie nie zmienia
ogdlnosci fu @scylator‘. Zresztg przeciez to nie ta funkgja, ani stojacy
za nig ukfad jest bohaterem artykutu, a metoda numeryczna, dla ktérej ma
by¢ wyzwaniem.

Listing 5. Oscylator harmoniczny

template<typename T>
T oscylator(int i, T* y, T t) //1D, N=2
{
static const double w
static const double b

1;
9;

double wynik = 0;
switch (i)
{
case 0:
wynik = y[1];
break;
case 1:
wynik = -w*w*y[@] - 2 * b*y[1];
break;
default:
throw runtime_error("Zty numer réwnania");
¥
return wynik;

}

TYTUL

Aby zbadac ewolucje nowego uktadu, musimy jedynie zmienic funkcje poda-
wana jako drugi argument funkcji odeint_MidPoint:

odeint_MidPoint<double>(N, oscylator<double>, y, t, h, y_nast);

oraz warunki poczatkowe:

y[1] =

Przy wczesniejszych oscylator w nieskoriczono$¢ pozostawatby w potozeniu
réwnowagi. Aby obserwowac ruch oscylatora, nalezy albo naciagna¢ spre-
zyne (y,), albo nadac jej predkos¢ poczatkowa (y,). Ja wybratem to drugie.
Wyniki obliczen (potozenie i predko$¢) uzyskanych metoda punktu srodko-
wego dla ty.c = 10 ty.x = 100 widoczne sg na Rysunku 4. Dla poréwnania na
Rysunku 5 widoczne sg wyniki uzyskane metoda Eulera. Wida¢ wyraznie, ze
w tym drugim przypadku rosnie amplituda oscylacji, co nie powinno mie¢
miejsca.
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Rysunek 4. Potozenie i predkos¢ oscylatora uzyskana metodq punktu srodkowe-
go (nakrywajqce sie linie dla rozwigzan analitycznych i numerycznych)
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Rysunek 5. Jak na Rysunku 4, prawym, ale dla metody Eulera

Nauczeni doswiadczeniem uzyskanym przy symulowaniu spadku swobodne-
go powinnismy juz wiedzie¢, ze jakos¢ metody numerycznej najlepiej spraw-
dzi¢, sprawdzajac wartosci jakiejs wielkosci, ktéra powinna pozostawac stata
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ALGORYTMIKA

(tzw. catka ruchu). W przypadku oscylatora tg wielkoscig ponownie jest catko-
wita energia mechaniczna, tj.:

2 2
mv- | kx

E, =
2 2

Jezeli narysujemy te wartos¢, uzyskamy wykresy widoczne na Rysunku 6. Po-
twierdzajg one, ze metoda punktu srodkowego (RK2) znacznie przewyzsza
doktadnoscig metode Eulera (RK1). Pokazuje jednak takze, ze przy dtuzszych
obliczeniach btad metody punktu srodkowego zacznie by¢ istotny — rosnie
bowiem liniowo z czasem. Réwniez ta metoda nie jest wobec tego wystarcza-
jaca przy precyzyjnych obliczeniach.
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Rysunek 6. Z lewej: porownanie energii catkowitej w funkcji czasu w oblicze-
niach metodgq Eulera i punktu srodkowego. Z prawej: wykres tylko dla metody
punktu Srodkowego

METODA RUNGE-KUTTY 4 (RK4)

Dotychczasowe testy sugeruja, ze aby unikna¢ problemu stopniowo narasta-
jacego btedu obliczen, lepiej zwiekszy¢ rzad metody Runge-Kutty niz zmniej-
szac krok catkowania. Oczywiscie, czas niezbedny do implementagji i testo-
wania bardziej skomplikowanej metody moze by¢ znaczacy. Moze nawet
przewyzszac czas obliczen, szczegdlnie jezeli musimy je wykonac tylko raz dla
jednego zestawu parametrow. Ale wtasnie po to powstat ten ar aby czas
implementacji zminimalizowac i zmniejszy¢ koszt uzycia bard@awanso—
wanych metod. Do artykutu dofgczony jest bowiem kod zrédtowy zawieraja-
cy gotowe funkcje, z ktérych kazdy moze korzysta¢ we wiasnych projektach.
W pliku nagtéwkowym odeint.h znajduje sie takze funkcja odeint_RK4 im-
plementujaca metode Runge-Kutty czwartego rzedu (RK4, Listing 6). To ona
jest chyba najczesciej stosowang w symulacjach fizycznych wersja metody
Runge-Kutty.

Listing 6. Implementacja metody Runge-Kutty 4 (plik odeint.h)

template<typename T>
T* odeint_RK4(int N, T(*f)(int, T*, T), T* vy, T t, T h, T* y nast)
{

T* y_tmp = new T[N];

T* k1 = new T[N];
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T* k2 = new T[N];
T* k3 = new T[N];
T* k4 = new T[N];
for (int i = 0; i < N; ++i)

k1[i] = h*f(i, vy, t);
y tmp[i] = y[i] + @.5%k1[i];

for (int i = 0; i < N; ++i)

k2[i] = h*f(i, y_tmp, t + @.5*%h);
y_nast[i] = y[i] + ©.5*k2[i];

}

for (int i = 0; i < N; ++i)
k3[i] = h*f(i, y_nast, t + @.5%h);
y_tmp[i] = y[i] + k3[i];

for (int i = 0; i < N; ++i)

k4[i] = h* f(i, y_tmp, t + h);
y_nast[i] = y[i] + (k1[i] + 2.0*k2[i] + 2.0*k3[i] + k4[i]) / 6.0;

¥

delete[] ki;
delete[] k2;
delete[] k3;
delete[] k4;
delete[] y_tmp;

return y nast;

Poréwnajmy wyniki, uzyskane dzieki nowej funkgji, z wynikami uzyskanymi
metoda punktu srodkowego. Na Rysunku 7 widoczna jest energia catkowita
ukfadu w przypadku catkowania obiema metodami. W tym drugim przypad-
ku (zielona linia) zmiana jest o kilka rzedéw mniejsza, niewiele wieksza od
szumu wynikajacego z btedéw zaokraglen. Zmniejszajac krok, mozemy ja
jeszcze dodatkowo zmniejszyc.

1.00003
wyniki_MidPoint dat’ u 1(§2*§2+$3°53)

‘wyriki_RIK4 dat’ u 1 \;$?'$?+$3'$}/‘
1.00002 //

1.00002
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L]
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Rysunek 7. Energia catkowita oscylatora harmonicznego w funkcji czasu. Z lewej
poréwnanie energii uzyskanej za pomocq metody punktu srodkowego i metody
RKj, z prawej energia dla metody RK4

OSCYLATORY SPRZEZONE

Zrébmy jeszcze jeden test. Zastapmy pojedynczy oscylator przez grupe
oscylatorow sprzezonych, czyli wiele ciezarkdw potaczonych sprezynkami. Z
wielu tego typu oscylatoréow mozna zbudowac na przyktad line do bungie.
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W pliku nagtéwkowym zdefiniujmy opisujaca ten r@.lk’fad funkcje oscy-
latory_sprzezone (Listing 7). Funkcja ta ma zalete w poréwnaniu do po-
przednich, ze zadziata dla dowolnej parzystej liczby rownan (wartos¢ statej
N). Oddziatywania harmoniczne wigza tylko bezposrednio sasiadujace pary
punktow. W efekcie na kazdy punkt, poza skrajnymi, dziataja dwie przeciw-
nie skierowane sity o wartosciach proporcjonalnych do odchylenia odlegtosci
miedzy puai punktami od odlegtosci rownowagowej (zmienna 1 réwna 1).
Nadal wne sg wszelkie opory - eksperymenty z ttumieniem pozosta-
wiam Czytelnikom. Warto tez zdefiniowac funkcje opisujaca dwuwymiarowy
uktad ciezarkdéw potaczonych sprezynami - siatke, lub trojwymiarowy - spre-
zysta galaretke.

Listing 7. Oscylatory sprzezone

const int N = 14;

template<typename T>

T oscylatory_sprzezone(int i, T* y, T t) //1D, dla siedmiu
punktéw N = 14

{

static const double w = 1;
static const double b = 0;
static const double 1 = 1;

double wynik = 0;
if (i %2 ==090)

//polozenia
wynik = y[i + 1];

else

//predkosci

wynik = -2 * b*y[i];

if (i > 1) wynik += -w*w*(y[i - 1] - y[i - 3] - 1);

if (i < N - 1) wynik += +w*w*(y[i + 1] - y[i - 1] - 1);
}

return wynik;

}

Wynik obliczen dla N = 14 (siedem oscylatoréw), a konkretnie potozenia ko-
lejnych punktéw, widoczne sg na Rysunku 8. Jezeli zatozymy symetryczne wa-
runki poczatkowe, ustalajac predkosci dwdch skrajnych punktéw:

y[1]l = 1;
y[N - 1] = -1;

to cata ewolucja uktadu powinna przebiega¢ w tak@jb, aby symetria
uktadu wzgledem srodkowego punktu byta zachowawe—W efekcie czwarty
punkt nie powinien w ogole sie porusza¢, co widac to na Rysunku 8 (purpu-
rowa linia). Symetrie uktadu mozna tez sprawdzi¢, sumujac potozenia odpo-
wiednich dwdch punktéw, np. pierwszego i ostatniego lub drugiego i sz6-
stego. Sprawdzitem, ze z duza doktadnoscia taka suma réwna jest zeru przez

caly czas symuladji.

Rysunek 8. Potozenia sprzezonych oscylatorow uzyskanych metodq RK4
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ZAGADNIENIE DWOCH CIAL
(ZIEMIA-KSIEZYC)

W kolejnych testach uzyjemy zagadnien wielu ciat, ktére majg zastosowa-
nie w astronomii, w tzw. mechanice nieba badajacej ruch ciat niebieskich, w
szczegdlnosci planet. W pliku nagtéwkowym (odeint.h) definiujemy kolejna
funkcje o nazwie grawitacja (Listing 8) okreslajaca nowy problem fizyczny
- jest to zagadnienie dwdch ciat z oddziatywaniem grawitacyjnym:

-  _ MmrF
F=gH2L
o r

w ktérym G to stata grawitacji, M i m — masy ciat, wektor Fa faczy te ciata, a
r to odlegtos¢ miedzy nimi. Zgodnie z trzecig zasada dynamiki Newtona na
oba ciata dziata taka sama sita, tyle ze przeciwnie skierowana. Oddziatywanie
grawitacyjne jest zawsze przyciggajace (nie ma ujemnej masy). Podobnie,
jak problemy rozwazane w pierwszej czesci, rowniez zagadnienie dwdch ciat
mozna rozwigzac $cisle na kartce papieru. Wymaga to jednak sporego wysit-
ku. W przypadku tréjwymiarowym, rozwigzaniem sg tzw. krzywe stozkowe,
czyli elipsa, parabola lub hiperbola. To sa krzywe ptaskie, co oznacza, ze pro-
blem jest tak naprawde dwuwymiarowy. | dlatego my, gtdwnie ze wzgledu na
mozliwos¢ wizualizacji, ograniczymy sie do dwdch wymiaréw. Rozszerzenie
obliczen do trzech wymiaréw jest jednak bardzo proste. Dwa ciata, dwa wy-
miary i rbwnania drugiego stopnia - to oznacza, ze tym razem bedziemy mieli
osiem réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu i wektor y bedzie miat osiem
elementéw (N = 8). Zwré¢my uwage na state widoczne na poczatku Listingu
8 - sg to umowne jednostki odlegtosci, masy i czasu wyrazone w jednostkach
uktadu Sl (tj. w metrach, sekundach, kilogramach itd.), odpowiadajace skalom
problemu. Jednostka odlegtosci jest Srednia odlegtosc Ziemi od Ksiezyca, czyli
384403000 metréw (prawie czterysta tysiecy kilometréw), jednostka masy —
masa Ziemi, czyli 5.9736-10% kilograméw, a jednostka czasu - dzien ziemski,
czyli 24-60-60 = 86400 sekund. Odpowiednie wartosci znalaztem w Wikipedii.
W obliczeniach, w ktérych zalezatoby nam na doktadnosci, te umowne jed-
nostki powinny byc¢ réwne jednosci, aby wartosci w wektorze stanu y byly da-
lekie zarowno od minimalnej, jak i maksymalnej wartosci liczby double. Na-
lezy woéwczas pamietad, aby w tych jednostkach podac takze wszystkie state
fizyczne, np. statg grawitacji G. Wyniki obliczen wyrazone bylyby oczywiscie w
tych jednostkach, ale z tatwoscia mozna je przeliczy¢ na jednostki uktadu SI
Jednak my na przekér tej dobrej praktyce uzyjemy juz w obliczeniach jedno@
stek SI, pomimo ze stabo przystajg do zagadnien astronomicznych (zreszta tak,
jak i do atomowych).

Listing 8. Zagadnienie dwoéch cial. Ruch Ziemi i Ksiezyca w ich wzajem-
nym polu grawitacyjnym

const int N = 8;

const double jednostkaOdleglosci = 384403000; //metroéw
const double jednostkaMasy = 5.9736E24; //kilogramdw
const double jednostkaCzasu = 24 * 60 * 60; //sekund

#define SQR(x) ((x)*(x))

double grawitacja2(int i, double* y, double t)

//zagadnienie 2 cial w 2D

{
static const double G
static const double M
static const double m

6.673848E-11; //[G] = m"3/kg/s"2
jednostkaMasy;
0.0123*jednostkaMasy;

double odleglosc_x = y[4] - y[@]; //(r12)_x

double odleglosc_y = y[6] - y[2]; //(rl12)_y

double kwadrat_odleglosci = SQR(odleglosc_x) + SQR(odleglosc_y);
//r1272

double odleglosc = sqrt(kwadrat_odleglosci); //ri2

double sila = G*M*m / kwadrat_odleglosci; //F

double _x = odleglosc_x / odleglosc;
double _y = odleglosc_y / odleglosc;
switch (i)

//Ziemia
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ALGORYTMIKA

case 0:
return y[1];
case 1:
return sila*_x / M;
case 2:
return y[3];
case 3:
return sila*_y / M;

//Ksiezyc
case 4:

return y[5];
case 5:

return -sila*_x / m;
case 6:

return y[7];
case 7:

return -sila*_y / m;
default:

throw runtime_error("Zty numer réwnania");
}

}

Do numerycznego rozwigzania zagadnienia dwdch ciat mozemy uzy¢ metody
RK4. Przeprowadzmy dla przyktadu symulacje trwajace jeden rok z krokiem
réownym jednej minucie. Bardzo wazne s3 dobrze dobrane warunki poczat-
kowe - tylko wéwczas wyniki beda, przynajmniej mniej wiecej, odpowiadaty
rzeczywistosci, jaka znamy z wiasnego doswiadczenia. Jak wspomniatem, ja
wartosci te wzigtem z Wikipedii. Poczatkowa predkos¢ Ksiezyca w ruchu wo-
kot Ziemi réowna jest 1022 m/s, czyli nieco ponad kilometr na sekunde. Nato-
miast poczatkowa odlegtos¢ Ziemi i Ksiezyca réwna jest ich sredniej odlegto-
sci. Te i pozostate dane widoczne sg na Listingu 9 zawierajacym caty kod pliku
odeint.cpp. Obliczenia beda trwaty stosunkowo dtugo, ale wyniki beda sen-
sowne (Rysunek 9). Wykonujac kilka, sita rzeczy dos¢ dtugich eksperymentdw,
mozemy znalez¢ takg wartos¢ kroku catkowania, ktory spetni nasze oczekiwa-
nia co do doktadnosci wynikéw, a jednoczesnie nie bedzie nadmiernie prze-
dtuzat obliczen. Nasza sytuacja jest jednak dos¢ wygodna - odlegtos¢

Ziemia i Ksiezycem jest w przyblizeniu stata, zatem dobrany na poczqt:@
catkowania bedzie takze odpowiedni w trakcie catej symulacji. Jednak, jezeli
wartosci poczatkowe nie bytyby tak optymalnie dobrane i Ksiezyc poruszatby
sie po bardzo wydtuzonej orbicie, w ktérej duze przyspieszenia dziatatyby na
niego tylko w krétkim okresie czasu (takie orbity maja niektére komety), to
staty krok catkowania musiatby by¢ dobrany dla tych krotkich, ale kluczowych
okreséw czasu, w ktorych na ciata dziatajg najwieksze przyspieszenia. W pozo-
statym czasie tak maty krok bytby niepotrzebny i tylko znacznie przedtuzatby
symulacje.

Listing 9. Zawartos¢ pliku odeint.cpp z metoda main

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;

#include "odeint.h"

int main()

double* y = new double[N];
double* y nast = new double[N];

//warunki poczatkowe
for (int i = @; 1 < N; ++1i)

y[i] = e;

y_nast[i] = 0;
}
y[6]
y[5]

double tmax = 365 * jednostkaCzasu; //miesiac
double h = 60; //minuta

-jednostkaOdleglosci;
1.022E3;

//plik

ofstream plik_wy("wyniki.dat");
plik_wy.precision(10);
plik_wy.setf(ios::scientific);

//ewolucja uktadu
for (double t = @; t < tmax; t += h)
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odeint_RK4<double>(N, grawitacja2, y, t, h, y_nast);
plik_wy << t;

for (int i = @; i < N; ++i) plik_wy << "\t" << y[i];
plik_wy << "\t" << h;

plik_wy << "\n";

//zamiana tablic
double* y_tmp = y;
y = y_nast;
y_nast = y_tmp;

}

plik_wy.close();
cout << "\n\nOK.\n";

delete[] y;
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Rysunek 9. Tor ruchu Ziemi i Ksiezyca pod wptywem ich wzajemnego oddziaty-
wania grawitacyjnego (na osi poziomej wspétrzedna x, na pionowej — y)

METODA RUNGE-KUTTY-FELDBERG
RKF4(5)

Najlepszym rozwigzaniem tego problemu jest dopasowywanie dtugosci kroku
catkowania w trakcie symulacji. Jakiego jednak uzy¢ kryterium? Mozna wzigc
pod uwage wartosc¢ sit dziatajacych w uktadzie, co przektada sie na odlegtos¢
obu punktéw. Niemiecki matematyk Erwin Fehlberg odkryt jednak w 1969
roku bardziej bezposredni sposdb. Jezeli bedziemy w kazdym kroku, a przynaj-
mniej raz na pewna liczbe krokéw, liczy¢ ewolucje, stosujac dwie metody Run-
ge-Kutty o réznej doktadnosci, np. RK4 i RK5, to dzieki poréwnywaniu uzyska-
nych w ten sposéb wynikéw bedziemy mogli orzec, czy krok catkowania jest
odpowiedni. Jezeli réznica wynikéw z obu metod bedzie mniejsza od zaktada-
nej minimalnej wartosci, krok mozna spokojnie wydtuzy¢. | odwrotnie, jezeli
réznica przekroczy zaktadang warto$¢ maksymalna, krok nalezy zmniejszy¢ i
powtdrzy¢ obliczenia. W najprostszym podejsciu krok moze by¢ zmniejszany
o potowe lub zwiekszany dwukrotnie. Wielka zastuga Fehlberga byto znalezie-
nie takich wspdtczynnikdédw w metodach RK4 i RK5, ktérych wartosci byty takie
same. Dzieki temu nie zwiekszajac kosztu obliczen, jest on tylko nieco wiekszy
niz koszt RK5, mozemy w kazdym kroku weryfikowa¢ doktadnos¢ wynikow i w
elastyczny sposéb dobiera¢ krok catkowania. Ta metoda nazywa sie metoda
Runge-Kutty-Fehlberga 4(5) (RKF4(5)) i zostata zaimplementowana w funkgji

=l

Listing 10. Implementacja metody RKF4(5) w pliku odeint.h

odeint_RK4F5 widocznej na Listingu 10.

const double blad_min
const double blad_max

1E-2;
1E1;

template<typename T>
T* odeint_RK4F5(int N, T(*f)(int, T*, T), T* vy, T t, T& h, T* y nast)
{
static const T b31
static const T b32 .0;

3.0 / 32.0;
9.0 / 32.0
static const T a3 = 3.0 / 8.0;

static const T b4l = 1932.0 / 2197.0;
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static const T b42 = -7200.0 / 2197.0;
static const T b43 = 7296.0 / 2197.0;
static const T a4 = 12.0 / 13.90;

static const T b51
static const T bS53
static const T b54

439.0 / 216.0;
3680.0 / 513.0;
-845.0 / 4104.0;

static const T w4l
static const T w43
static const T w44

25.0 / 216.0;
1408.0 / 2565.0;
2197.0 / 4104.0;

static const T b6l = -8.0 / 27.0;
static const T b63 = -3544.0 / 2565.0;
static const T b64 = 1859.0 / 4104.0;
static const T b65 = -11.0 / 40.0;
static const T w51 = 16.0 / 135.0;
static const T w53 = 6656.0 / 12825.0;
static const T w54 = 28561.0 / 56430.0;
static const T w55 = -9.0 / 50.0;
static const T w56 = 2.0 / 55.0;

T* y_tmp = new T[N];
T* y4_nast = new T[N];
T* k1 = new T[N];

T* k2 = new T[N];
T* k3 = new T[N];
T* k4 = new T[N];
T* k5 = new T[N];
T* k6 = new T[N];
T blad = 0;

do

for (int i = 0; 1 < N; ++i)

k1[i] = h*f(i, y, t);
y_tmp[i] = y[i] + @.25*%k1[i];

for (int i = @; i < N; ++1)

k2[i] = h*f(i, y_tmp, t + ©.25%h);
y_nast[i] = y[i] + b31*k1[i] + b32*k2[i];

for (int i = 0; 1 < N; ++i)

k3[1i] = h*f(i, y_nast, t + a3*h);
y_tmp[i] = y[i] + b41*k1[i] + b42*k2[i] + b43*k3[i];

for (int i = 0; 1 < N; ++i)

k4[i] = h*f(i, y_tmp, t + ad*h);
y_nast[i] = y[i] + b51*k1[i] - 8.0*k2[i] + b53*k3[i] + b54*k4[i];

for (int i = @; i < N; ++1)

k5[i] = h*f(i, y nast, t + h);

//RK4 na 5 wyrazach

y4_nast[i] = y[i] + wdl*k1[i] + w43*k3[i] + wd4*k4[i] - 0.2*k5[i];
y_tmp[i] = y[i] + b61 * k1[i] + 2 * k2[i] + b63*k3[i] +
b64*k4[i] + b65*k5[1i];

for (int i = 0; i < N; ++i)
{
k6[i] = h*f(i, y_tmp, t + @.5%h);
//RK5 na 6 wyrazach
y_nast[i] = y[i] + w51*k1[i] + w53*k3[i] +
w54*k4[i] + w55*k5[1i] + w56*k6[i];
blad += fabs(y_nast[i] - y4_nast[i]);
blad /= N;
}

if (blad < blad_min) h *= 2;
if (blad > blad_max) h /= 2;
} while (blad<blad_min || blad>blad_max);

delete[] y_tmp;
delete[] y4_nast;
delete[] k1;
delete[] k2;
delete[] k3;
delete[] k4;
delete[] k5;
delete[] k6;

return y nast;

W Listingu 10 nalezy zwrdci¢ uwage na dwie rzeczy. Pierwsza jest zmiana sy-
gnatury funkcji odeint_RK4F5 w poréwnaniu do poprzednich, np. odeint_
RK4. Krok (argument h), ktéry moze by¢ wewnatrz tej funkcji zmieniany,
przekazywany jest teraz przez referencje. Druga rzeczg jest algorytm zmia-

TYTUL

ny kroku uzyty w tej funkcji. Zgodnie z wczesniejszym opisem zwiekszam@
go dwukrotnie, gdy réznica wynikéw RK4 i RK5 jest mniejsza od zaktadanej i
zmniejszamy o potowe, gdy ten btad zbytnio urosnie. To nie jest najlepsza me-
toda, bo oba progi nalezy dopasowywac do problemu i warunkéw poczatko-
wych, nie wspominajac o tym, ze btagd gromadzi zaréwno réznice potozen, jak
i predkosci, ktére moga byc réznych rzedow. Potraktujmy to jednak jako tym-
czasowe rozwigzanie. Obliczenia dla konkretnego kroku powtarzane sg tak
dtugo, jak dtugo réznica wynikéw dla RK4 i RK5 nie miesci sie w wyznaczonym
zakresie. Do tego stuzy dodana do funkcji odeint_RK4F5 petla do. .while.
Jezeli ten zakres bedzie Zle dobrany, moze zdarzyc¢ sie sytuacja, w ktérej dwu-
krotne zwiekszenie kroku prowadzi do btedu wiekszego od maksymalnej
wartosci, a podziat kroku — do zmniejszenia tej wartosci ponizej minimalnej
wartosci. To oznacza zapetlenie symulacji w tym kroku.
Mimo zmiany sygnatury, sposob uzycia nowego solvera nie zmienia sie:

odeint_RK4F5<double>(N, grawitacja3, y, t, h, y_nast);

Nalezy jednak pamieta¢, ze nowa metoda moze zmieniac¢ krok catkowania.
Poniewaz jest on zapisywany w ostatniej kolumnie pliku wynikowego, z tatwo-
$cig mozna sprawdzi¢, ze w pierwszym kroku zostat on zwiekszony z 60s do
61440s i taki juz pozostat do korica symulacji. To nic dziwnego, skoro odlegtosc
obu obiektéw nie zmienia sie zbytnio, zatem dziatajg na nie przez caly czas
mniej wiecej state co do wartosci sity. Wartosc¢ kroku zalezy oczywiscie od za-
ktadanego poziomu zgodnosci rozwigzan uzyskanych za pomoca RK4 i RK5.

PRZEJSCIE DO UKLADU SRODKA MASY

Warunki poczatkowe uzyte w symulagji, ktérej wyniki wida¢ na Rysunku 9, a
mianowicie Ziemia stojaca w poczatku uktadu wspotrzednych i Ksiezyc po-
ruszajacy sie w pewnej odlegtosci od Ziemi, powoduja, ze caty uktad powoli
przesuwa sie w kierunku dodatnich wartosci wspotrzednej x. Obliczenia tego
typu zwykle prowadzi sie w uktadzie srodka masy, w ktérym takiego dryfu nie
widad. Zmiana uktadu odniesienia nie zmusza do zadnych zmian w sposobie
prowadzenia obliczen lub funkgcji opisujacych rozwigzywane uktady réwnarn;
to jedynie kwestia warunkéw poczatkowych. Przejscia do uktadu srodka masy
dokonamy w dwéch krokach: najpierw zmienimy predkosci poczatkowe, co
wyeliminuje dryf, a nastepnie zmodyfikujemy poczatkowe potozenia w taki
sposob, aby oba ciata poruszaly sie wokét poczatku uktadu wspotrzednych.
Aby zmieni¢ predkosci poczatkowe, wprowadzmy do funkcji main w pliku
odeint.cpp zmiany widoczne na Listingu 11. Predkosci obu ciat zmieniamy
o predkos¢ bedaca suma wazong predkosci obu ciat, przy czym wagami tej
sumy sg masy obu ciat. Efekt tej modyfikacji widoczny jest na Rysunku 10. Dryf
catego uktadu zostat wyeliminowany. W bardzo podobny sposéb zmienione
powinny zosta¢ potozenia poczatkowe obu ciat (Rysunek 11). Do kodu z Li-
stingu 11 dodajemy zatem fragment widoczny na Listingu 12.

Listing 11. Zmiana predkosci poczatkowych zwigzana z przejsciem do
uktadu srodka masy

//warunki poczatkowe
for (int i = @; i < N; ++1i)
{

y[i] = e;

y_nast[i] = @;

y[6] = -jednostkaOdlegloscij;
y[5] = 1.022E3;

static const double M = jednostkaMasy;
static const double m = ©.0123*jednostkaMasy;

//zmiana predkosci poczatkowych

double Vsm_x = (y[1] * M + y[5] * m) / (M + m);
double Vsm_y = (y[3] * M + y[7] *m) / (M + m);
y[1] -= Vsm_x;

y[5] -= Vsm_x;

y[3] -= Vsm_y;

y[7] -= Vsm_y;
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Rysunek 10. Tor Ziemi i Ksiezyca po zmianie predkosci poczqtkowych (por. z
Rysunkiem 9)

Listing 12. Zmiana potozen poczatkowych

double Rsm_x = (y[@] * M + y[4] * m) / (M + m);
double Rsm_y = (y[2] * M + y[6] * m) / (M + m);
y[@] -= Rsm_x;
y[4] -= Rsm_x;
y[2] -= Rsm_y;
y[6] -= Rsm_y;
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Rysunek 11. Tor Ziemi przed i po zmianie potozeri poczqtkowych

ZAGADNIENIE TRZECH CIAL
(ZIEMIA-KSIEZYC-RAKIETA)

Na koniec przedstawie zagadnienie, ktére w petni zaprezentuje zalety nowej
metody: zagadnienie trzech ciat w dwdch wymiarach, czyli zagadnienie ruchu
trzech ciat, gdy dziataja na nie tylko sity grawitacyjne pochodzace od dwodch
pozostatych ciat. Funkcja opisujaca ten problem widoczna jest na Listingu 13.
W ogélnosci zagadnienia tego nie mozna rozwigza¢ na kartce. Mozna szukac
przyblizen tylko w pewnych szczegdlnych przypadkach, w ktérych np. jedna
z mas dominuje nad pozostatymi. W naszym przyktadzie pierwsze i drugie
ciato pozostanie Ziemig i Ksiezycem. Trzecie ciato bedzie natomiast rakieta
wystrzelong z Ziemi. Zauwazmy, ze sity, jakie beda dziata¢ na rakiete, beda
bardzo zmieniac sie w miare oddalania od Ziemi i pdzniej beda silnie zaleze¢
od odlegtosci od Ziemi i Ksiezyca. To powinno prowadzi¢ do czestych zmian
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krokéw catkowania. Bez mozliwosci adaptowania kroku do biezacego stanu
ukfadu, obliczenia musiatyby by¢ prowadzone asekuracyjnie dla bardzo ma-
tego kroku, co by je niemitosiernie wydtuzato. @

Listing 13. Funkcja implementujaca zagadnienie trzech ciat (odeint.h)

const int N = 12;

double grawitacja3(int i, double* y, double t) //zagadnienie 3
ciat w 2D
{

static const double G = 6.6742867E-11;

static const double mZ = jednostkaMasy;

static const double mK = ©.0123*jednostkaMasy;

static const double mR = 1E-18*jednostkaMasy;

//Ziemia-Ksiezyc

double odleglosc_x_ZK = y[4] - y[@]; //(r2-rl)x

double odleglosc_y_ZK = y[6] - y[2]; //(r2-rl)y

double kwadrat_odleglosci_zZK = SQR(odleglosc_x_ZK) +
SQR(odleglosc_y ZK); //ri2”2

double odleglosc_zZK = sqrt(kwadrat_odleglosci_zK); //r12
double sila_zZK = G*mz*mK / kwadrat_odleglosci_zZK; //F
double _x_ZK = odleglosc_x_ZK / odleglosc_ZK;

double _y ZK = odleglosc_y_ZK / odleglosc_ZzZK;

//Ziemia-rakieta

double odleglosc_x_ZR = y[8] - y[@]; //(r2-rl)x

double odleglosc_y_ZR = y[10] - y[2]; //(r2-rl)y

double kwadrat_odleglosci_ZR = SQR(odleglosc_x_ZR) +
SQR(odleglosc_y_ZR); //ri12”2

double odleglosc_ZR = sqrt(kwadrat_odleglosci_ZR); //ri12
double sila_ZR = G*mZ*mR / kwadrat_odleglosci_ZR; //F
double _x_ZR = odleglosc_x_ZR / odleglosc_ZR;

double _y_ZR = odleglosc_y_ZR / odleglosc_ZR;

//Ksiezyc-rakieta

double odleglosc_x_KR = y[8] - y[4]; //(r2-rl)x

double odleglosc_y KR = y[1@] - y[6]; //(r2-rl)y

double kwadrat_odleglosci_KR = SQR(odleglosc_x_KR) +
SQR(odleglosc_y KR); //ri2”2

double odleglosc_KR = sqrt(kwadrat_odleglosci_KR); //ri12
double sila_KR = G*mK*mR / kwadrat_odleglosci_KR; //F
double _x_KR = odleglosc_x_KR / odleglosc_KR;

double _y KR = odleglosc_y KR / odleglosc_KR;

double przyspieszenieCiaguRakiety = 0.1;
const bool wplywRakiety = @; //0 lub 1

double wynik =
switch (i)
{
//Ziemia
case 0:
wynik = y[1];
break;
case 1:
wynik = (sila_zZK* x_ZK + (wplywRakiety ? 1 : ©)*sila_ZR* x_ZR) / mZ;
break;
case 2:
wynik = y[3];
break;
case 3:
wynik = (sila_zK*_ y ZK + (wplywRakiety ? 1 : ©)*sila_ZR* y ZR) / mZ;
break;
//Ksiezyc
case 4:
wynik = y[5];
break;
case 5:
wynik = (-sila_ZK*_x_ZK + (wplywRakiety ? 1 : @)*sila_KR* x KR) / mK;
break;
case 6:
wynik = y[7];
break;
case 7:
wynik = (-sila_zK* y_ZK + (wplywRakiety ? 1 : @)*sila KR* y KR) / mK;
break;
//rakieta
case 8:
wynik = y[9];
break;
case 9:
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wynik = (-sila_ZR*_x_ZR - sila_KR*_x_KR) / mR;
wynik += (-_x_KR)*przyspieszenieCiaguRakiety;
break;

case 10:
wynik = y[11];
break;

case 11:
wynik = (-sila_ZR*_y ZR - sila_KR*_y KR) / mR;
wynik += (-_y_KR)*przyspieszenieCiaguRakiety;
break;

default:
throw runtime_error("Zty numer réwnania");

X

return wynik;

}

W funkcji main w pliku odeint.cpop musimy uzupetni¢ warunki poczatkowe
(trzeba dodac potozenie i predkosc rakiety), nalezy tez zmienic czas i krok cat-
kowania oraz oczywiscie funkcje przekazywana do funkgji catkujacej. Zmie-
nione linie widoczne sg na Listingu 14. Jak widac z tego listingu pozostajemy
w ukfadzie srodka masy Ziemi i Ksiezyca (ma@ety jest w tym aspekcie
pomijalna). Musze tez uczciwie zwréci¢ uwage Czytelnika na pewne powazne
oszustwo. Prawdziwa rakieta spala paliwo, co powoduje, ze zmniejsza swoja
mase. Ponadto zazwyczaj rakiety sg wielocztonowe; poszczegélne cztony ra-
kiety sg odrzucane zanim wyleci ona poza atmosfere. Nasza rakieta ma nato-
miast stata mase rowna okoto 6-10° kg = 6 min kg. Masa ta zgadza sie co do
rzedu wielkosci z masami rzeczywistych rakiet. Dla przyktadu masa rakiety
Saturn V byta réwna 3 min kg. Staty ciag naszej rakiety powoduje, ze ma ona
state przyspieszenie réwne 0.1 m/s dziatajgce w kierunku, w ktérym rakieta
sie aktualnie porusza. Predkos$¢ poczatkowa nieco przewyzsza pierwsza pred-
kos¢ kosmiczna, czyli predkos¢, jaka musiatby miec pocisk wystrzelony z Zie-
mi (bez wiasnego ciagu), aby wejs¢ na orbite wokdt Ziemi.

Listing 14. Zmiany w metodzie main

#include <iostream> //cout
#include <fstream> //pliki
using name space std;

#include "odeint.h"

int main()

{
double* y = new double[N];
double* y nast = new double[N];

//warunki poczatkowe
for (int 1 = @; 1 < N; ++i)
{
y[i] = o;
y_nast[i] =
}
y[6] = -jednostkaOdleglosci;
y[5] = 1.022E3;
y[10] = 0.05*jednostkaOdleglosci;
y[11] = 1.1*7.91E3; //110% pierwszej predkosci kosmicznej

//przejscie do uktadu Srodka masy

double tmax = 27.3*jednostkaCzasu; //miesiac
double h = 1E-8*jednostkaCzasu; //krok poczagtkowy

//plik

ofstream plik_wy("wyniki.dat");
plik_wy.precision(10);
plik_wy.setf(ios::scientific);

//ewolucja uktadu
for (double t = ©; t < tmax; t += h)
{
odeint_RK4F5<double>(N, grawitacja3, y, t, h, y_nast);

plik_wy << t;

for (int 1 = 0@; i < N; ++i) plik_wy << "\t" << y[i];
plik_wy << "\t" << h;

plik_wy << "\n";

//zamiana tablic

TYTUL

double* y_tmp = y;
y = y_nast;
y_nast =y tmp;

}

plik_wy.close();
cout << "\n\nOK.\n";

delete[] y;

Wyniki sg bardzo ciekawe (Rysunek 12) - rakieta lata po przestrzeni wokot
Ziemi i Ksiezyca, jakby wystepowata w animowanym filmie dla dzieci, kre-
cac petle i fikotki. Co ciekawe wystarczy naprawde niewielka zmiana wa-
runkéw poczatkowych rakiety, aby jej tor wygladat catkowicie inaczej. To
sugeruje zachowanie chaotyczne. | rzeczywiscie zagadnienie trzech ciat
byto badane w XIX wieku przez francuskiego matematyka i fizyka Henri
Poincarégo (to jeden z tych naukowcéw w binoklach na sznurku przycze-
pionym do kieszonki, z wasami i dtugg broda) i dato poczatek teorii chaosu
deterministycznego.
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Rysunek 12. Tor ruchu rakiety dla dwdch réznych predkosci poczgtkowych
(120% i 120% pierwszej predkosci kosmicznej)
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Rysunek 13. Zmiany kroku catkowania w funkcji czasu
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PLYNNE DOBIERANIE KROKU CALKOWANIA

Zmienmy predkos¢ poczatkowa rakiety na 111% pierwszej predkosci ko-
smicznej (tylko 1% rdznicy). Gdy uruchomimy symulacje, ta zamiast szybko
sie skonczy¢, bedzie trwata w nieskonczonos¢, nie zapisujac zadnych danych
do pliku. Obliczenia niestety zapetla sie ze wzgledu na opisany wyzej pro-
blem przy uzytym sposobie zmiany kroku czasowego. Zastosujmy wobec
tego sprytniejsza metode pozwalajaca na ptynne dobieranie kroku, zmienia-
jac krok wedtug wzoru:

hnou;-: hpoprzedni' 0.1 ( 1/¢ ) . -

Symbol & oznacza réznice wynikéw uzyskanych za pomocg RK4 i RK5, czyli
wartos¢ zmiennej blad w metodzie odeint_RK4F5. Korzystajac z tego po-
dejscia, nie musimy ustalac zakresu btedu (state blad_miniblad_max), alei
tak warto te wartos¢ w jakis sposob kontrolowad. Ja zwykle pilnuje, czy jego
wartos¢ nie przekracza wartosci maksymalnej. Aby zaimplementowac ptynne
dobieranie kroku, nalezy zatem zmienic fragment funkcji odeint_RK4F5 w
petli do. .while oraz warunek jej przerwania (por. Rysunki 13 i 14):

T blad = 0;
do
{

h *= 0.1*pow(1 / blad, 0.2);
} while (blad>blad_max);

Jacek Matulewski

Fizyk zajmujacy sie na co dzien optyka kwantowa i uktadami nieuporzadkowanymi na Wydziale Fizyki, Astronomiii
Informatyki Stosowanej UMK w Toruniu. Od 1998 . interesuje sie programowaniem dla systemu Windows, w szcze-
gdlnosd platforma .NET i jezykiem Ci. Autor serii ksiazek poswieconych programowaniu, z ktdrych wiekszos¢ ukazata
sie naktadem wydawnictwa Helion. Wiemny uzytkownik kupionego w pofowie lat osiemdziesiatych "komputera

osobistego" ZX Spectrum 48k.
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Rysunek 14. Zmiana kroku nowg metodgq (czerwona linia) i starg metodq (zielo-
na linia)

A zatem, jezeli w kolejnym projekcie @Inik napotka jakiekolwiek réwna-
nie lub zbidr réwnan rézniczkowych zwyczajnych, nalezy roztozyc je na zbior
takich réwnan pierwszego stopnia i zastosowac jedng z metod przedstawio-
nych w tym artykule. Jezeli réwnania nie s zbyt,dzikie’, mozemy zastosowac
metode Runge-Kutty 4, z odpowiednio dobranym krokiem catkowania. Na-
tomiast jezeli mamy przeczucie, ze staty krok catkowania nie jest dobrym po-
dejsciem, nalezy zastosowac¢ metode Runge-Kutty-Fehlberg 4(5), upewniajac
sie jednak, ze wyniki uzyskane tg metoda s rozsagdne - metoda RKF4(5) moze
bowiem sprawiac przykre niespodzianki — warto by¢ na nie gotowym i nie
stosowac jej bezkrytycznie.

Serdecznie dziekuje prof. Janowi Wasilewskiemu, ktdry kilka lat temu pokazat mi
metode RKF4(5) i zagadnienie trzech ciat z rakietq jako swietny przyktad wyma-
gajqcy jej uzycia.
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