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Symulacje komputerowe
Dynamika bryty sztywne;
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Plan (1)

Bryta sztywna

Srodek masy = punkt materialny

Kinematyka bryty sztywnej (predkosc katowa)
Uktady odniesienia w ruchu obrotowym

Rownania ruchu bryty sztywnej, momenty pedu i sity
Tensor momentu bezwtadnosci

Rownania ruchu c.d. - macierz obrotu

Operator gwiazdki
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Plan (2)

Kwaterniony lepsze od macierzy obrotu
Reprezentacje obrotow — porownanie

Wykrywanie zderzen dowolnych bryt, siatek (trojkaty)
ldee: otoczka wypukta, hierarchiczna dekompozycja
Obszary ograniczajgce: BS, AABB, OBB

Jak wykryc kolizje dwoch wypuktych bryt sztywnych?
Wyznaczanie przekroju prostopadtoscianow OBB
Metoda GJK



Koncepcja bryty sztywnej

Ciata rozciggte zbudowane z punktow materialnych
(np. tkanine lub szescian) — odksztatcenia, drgania

Bryta sztywna = obiekt, ktory nie moze zmieniac ksztattu,
zbiér punktow o statych wzglednych potozeniach

Ruch postepowy 1 obroty!

Implementacja w C++ 1 C# (zbi0r bryl sztywnych)



Srodek masy

e Srodek masy
R, =2 ”;"“ Zm*r
* Predkosc srodka masy
—5 LY -+ 1 =+
= Rim :sz mit = ,TTZ MV = ;TTZ Pi

Rownanie ruchu (postepowego) srodka masy:

P.. = MR:, =MA:, = MV, Zp B, = Z;; = Zf_ - F




Srodek masy

* Rownania ruchu takie same jak dla punktu
materialnego!

* Do opisu srodka masy uzyjemy gotowej klasy
PunktMaterialny z jej metodami catkujgcymi
rownanie Newtona (algorytmy Eulera i Verleta)



Kinematyka bryty sztywnej

e Oznaczenia:

e
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Kinematyka bryty sztywnej

* Wektor predkosci kotowej

* Rotujacy uktad odniesienia — pochodna wekt.
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* Przyktad: predkosc liniowa:
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Dynamika bryty sztywnej

* Do bryty sztywnej przyktadamy zewnetrzna
niezrownowazong site.

* Efektem bedzie ruch
(postepowy srodka masy + obroty)

* Opis obrotow bryty — pojecie momentu pedu

L= Z“F X m; vy



Moment pedu

* Moment pedu:

E: Z'J:l Eml'l;[

przejscie do uktadu nieobracajgcego sie,
ale o poczatku zwigzanym z brytg sztywng
(utatwia rozdzielenie ruchu sr. masy i obrotow)

L
E

meﬁxgﬁ+szﬁx{ﬁf+{m”ﬁf}}
i i

— - = — -
=|MRep X Vg + 7y x M(wx R )+ Y m7 x (wxr)

* Mmome

U ReZMan N0 o lco(t)

zwigzany jest z brytg sztywnag




Moment bezwtadnosci

* Moment pedu w uktadzie zwigzanym z bryta:

L=1la

ax(bxc)=h(a-c)-c(a-h)

L= ) m#x@x#) =) m @G #)-#G &)

* Obliczanie sktadowych momentu pedu:
L = Z.mi {m:f{?}'f:} — x; {I;mx + ¥ wy+ Z; mg}}
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Tensor momentu bezwtadnosci

e Zawiera catg informacje o geometrii bryty
(staty gdy obliczane w lokalnym uktadzie bryty)
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Tensor momentu bezwtadnosci

* Obliczanie momentu bezwtadnosci bryty

’T‘ﬁ lp=lz=n-In
=7 ) md x G x )
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e Twierdzenie Steinera
I, = Z_mi df + Md?



Dynamika bryty sztywnej

 Pochodna momentu pedu:

- I =+ =1 = oy = a1 2 — —
L=Zﬁ x . ZZT}- :u:mv:-sz:r;- X ma, =Z:r;- x F; :ZM:-:M
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moment sity

 Rownanie ruchu obrotowego:
M) = Lt) = ZU @)
* Moment bezwtadnosci nie jest wielkoscig statg
jezeli zmienia sie oS obrotu!
* Duzy koszt obliczeniowy



Dynamika bryty sztywnej

* Wygodniej bytoby uzywac statego tensora

* Ruch obrotowy w uktadzie srodka masy:

M) = L) = 20 0)d(e))

[ =(fw) =(I6) +axI

H© = (0)  +@xL =150 +3xI30

E,I'

Gt = f‘l{ﬂiﬂ X f.:E{tZI]

Moment bezwtadnosci
obliczany w uktfadzie
lokalnym (srodka masy)



RAOwnania ruchu

* Ruch postepowy srodka masy

F=P_=MRE, =MA,,

* Ruch obrotowy w uktadzie srodka masy
M) = Lt) = ZU @)

Moment bezwtadnosci
obliczany w ukfadzie
lokalnym (srodka masy)

* Do implementacji:| &(£) = f‘i{fb_f{ﬂ — & X ch{ﬂ]




RAOwnania ruchu

e Ztozenie ruchu postepowego i obrotowego

* W uktadzie srodka masy — tylko ruch obrotowy



Macierz obrotu

* Po scatkowaniu rownan ruchu otrzymamy
predkosc liniowg i kotowa.
Jak znalez¢ potozenie i orientacje ciata?

e Jak zapisac orientacje ciata? Macierz obrotu R
Ry R.r}' Ryz 1 Ry

i =Ri = R}'_t' R_].'_l' RJ.'.E." (D) — RJ.‘J.’

R H.E'_'I.' R.E'.E' D H.E'J:'

* |Interpretacja kolumn macierzy obrotu



Macierz obrotu

* Pochodna wersora:

() = @) x #()

* Pochodna macierzy obrotu:

R=(u(t) x2'(t), a@(®)x3(), wl)xz'(@)=

R.:r:r RI}' R.:rz
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Operator gwiazdki

* lloczyn wektorowy:

x b =1i(a,b,—azb, ) —jlab, —asb)+k(a.b, —a,b,)=

0 —8y; Oy b,
0y 0 —a, (EJI) = Ab
—d, 0 b
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* Operator realizujgcy iloczyn wektorowy
(zaleta: dziata na macierze)



Rownanie ruchu obrotowego

G0 = f'l{ﬂf(ﬂ — DX f.:E{tZI]

R(t) = a&*(£)R(E)




Ruch liniowy i kotowy

Ruch postepowy punktu materialnego

Ruch obrotowy bryly sztywnej

Wektor przesuniecia: # (£)

Kat obrotu , wektor @t} = g(t)n

(tylko gdy os obrotu pozostaje nieruchoma)
Macierz obrotu R

Kwaternion q(t)

Predkosé: ©#(t) = #(t)

Predkosc¢ katowa: w(t) = ${tj
R=wit)R

Przyspieszenie: 5(f) = E{t] =“-:_‘I{f:|

Przyspieszenie katowe: ) = i) = cﬁ{t]

Masa: m

Moment bezwladno$ci [ =1z =#-In

Sita: F = A Moment sity: jf = Eiﬂi — Iz
Ped: g =mv Moment pedu: [ =¥.# x 5. = i@
Energia kinetyczna: mu? Energia kinetyczna: 2

E, =—

n "
-
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Implementacja

 Demonstracja kodu
e Zbiér swobodnych prostopadtoscianow

 Gdy moment sit = 0, rozbiezne po 1 000 iter.



Implementacja

* Demonstracja c. d.

* Gdy przytozony moment sity, szybka utrata
doktadnosci (skalowanie, pochylenie)

= oL 1021 S  — = i . 12481 - S i |

1

& W =

|

Macierze obrotu Kwaterniony Kwaterniony
(jednostajne powiekszenie) (,oddychanie”) z renormalizacjg



Kwaterniony
szybkie powtorzenie



Kwaterniony

* Cztery pierwiastki-1: #=7=k"=-1

e Zapis analogiczny do licz zespolonych:

q:1.-1.-'-|—i.'-_2:_'-|—_|f_1_|_?-|—.[fz:[11,'}_:;_'}_1_'_:-}3] — [5_.1;]

* Dodawanie = dodawanie sktadowych

* Mnozenie — mieszanie sktadowych
(nieprzemienne)



Kwaterniony

* Mnozenie (czesto uzywany wzor):

G142 = [515: —51' -r:*-":, 511_’;: +5:§1+51 HE:]?‘ G2

* Sprzezenie kwaternionu: g*=I[s. %] = w — ix — jy — kz

 Kwaternion odwrotny: g*=g"/lIgl?

* Kwaterniony to nie sg rozszerzone wektory:



Kwaterniony jednostkowe

* Kwaternion jednostkowy (norma = 1):
g=[sv]= [u:n:us{?l, s[ﬂ{gj E]

gl = cos® {E] + sin? {Ejfx: =1

" [, ]
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e Kati oS obrotu:

g = Zacos (5]
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Kwaterniony jednostkowe

 Obracanie wektora:
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Kwaterniony jednostkowe

* Kwaternion jednostkowy jest rownowazny
macierzy obrotu (ortonormalna):

qg-p-q ! Rp

 Konwersja kwaternionu na macierz
(konieczna np. do OpenGL):

2(xy + zw) 1-—2(x%+z7) 2(yz — xw)

(1 —20y* + 2% 2(xy — zw) 2(xz + yw) )
R =
2(xz — yw) 2yz + 2w} 1-2(x* +v7)



Pochodna kwaternionu

* Chcemy za pomocg kwaternionow
zapisa¢ rownanie ruchu

qlt, + At) — ql¢,)
At

e _[ (I.:E{tnill.ﬂt] _(|E{t,:.:||ﬂ.t] ity e
gty + At) = |cos - » SN - ||:E':t|:.:]| q(tp)

At -

1
4to) = lim 0.33(t0)] - qlto) = 5@ (t0) - qty)

1_,
tﬁ(ﬂ = ;m{ﬂ - ql':ﬂ Nowe rownanie ruchu rwnowazne macierzowemu

R(t) =& (£)R(E)




Reprezentacje obrotéw

Katy Eulera (3 liczby)
Macierze obrotu (9 liczb)
Kwaterniony (4 liczby)

Wady i zalety

— efekt przegubowy (gimbal lock)

— interpolacja

— llos¢ zajmowanej pamieci

— tatwosc renormalizacji (vs. koszt ortogonalizacji)



