Metody matematyczne fizyki 1

Zadania dawiczen (Jacek Matulewski), wersja z dnia 26 stycznia 2006
Najnowsza wersja dagina w sieci;_http://www.phys.uni.torun.pl/~jacekdidktyka/mmfl.pdf
Gloéwnezrodta:

Drobka, Szymaski Zbior zada z matematyki dla klas I, IV liceum
Krysicki, WiodarskiAnaliza matematyczna w zadaniazh 1

Uwaga o notacji: . (kropka) jestywana jako symbol dziegny.

1. Zaoknglij liczby do jednej liczby po przecinku: 0.545@, 0.50, 0.59, 0.55. 0.109, 0.149
2. Zapisz w formacie zmiennoprzecinkowym: 0.0124, 124
3. Oszacyij ile casteczek znajduje siw sali lub pokoju, w ktérej siznajdujesz

(Na = 6:13 Vo = 22.41 n¥kmol)
4. Symbol Newtona. Dwumian Newtona i jego rozzeiei. Trojkgt Pascala.
5. Znalex siodmy wyraz rozwinicia dwumianu (8 + b%)®,
6. Znalez¢ piaty wyraz rozwingcia dwumianl.(a+&]n jezeli stosunek wspotczynnika przy trzecim wyrazie

Jx a

do wspotczynnika przy drugim wyrazie wynosi 11/2.

7. Dowies¢, ze ("), [ " |-("*).
k k-1 k
n n b n
8. Poda wynik sumy:Zl, 21, 21, Zk.
k=L k=0 k=a k=l

9. Rownanie kwadratowe. Miejsca zerowe. Zapis tréjmiarpostaci iloczynu i w postaci kanonicznej.
10. Wyprowadz¢ wartdci p i g w postaci kanonicznej tréjmianu kwadratowego.
11. Sproébuj znaléé miejsca zerowe i zapisz w postaci iloczynu i wtposkanonicznej:

a) y=-X*+3x+4,b) y=1-2x+X,c) Y =1-X+X* (wyé i =~/-1 istd i* = -1).
12. Funkcje elementarne: paiowa y= X", wykladnicza y &, logarytmiczna ¥ log.x (x> 0).
13. Naszkicuj wykres funkcjit, X2, x2, x.
14. Korzystajc z wiasnéci pokg dowiec, ze

a) log, b+log, c =log, bc, by log, (b") = plog, b,

log, b
¢) log,, b=log, b"" = log,b, d)log,b=- 9>
a log, a

15. Oblicz:

a) 203 -53"° b) (31 +3%) [2° 02093 gy giions

9° (3“+3%)1024
16. Wykonaj dziatania i upr@& wyrazenie:
_ \2 -2,,71 -1,,72 3
2 2yt f L b XYY e ey, o (Jat ), o) (Ja+al)’
X -y
17. Przedstavw/Bw/S\@ w postaci patgi & (a to liczba naturalna, mwymierna).
18. Rozwiz rownanieX = = 33.
19. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj dziedzirebior wartdci, przedzialy monotoniczigoi:
1 1 1 [ 2
a) y:ﬁ, b) y:‘x ,C) y= ;,d) y:\/;,e) y: (X_1)2 !f) y:\/(x_l)z +\/(3_X)2 ’
9) y =log,[x,h) y =/log, . ) y =log, x*,}) y =log, x*.
. 10°+107™"

20. Rozwiz rownania: a)3*"> —=3* =72, p) ————— =5

10" -1C7"



21.
22.

Dla jakicha i b prawdziwy jest wzélog, (a+b) =log, a +log, b?
Majac danelog,, 2 = a oblicz 10gs16.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

r s 2 _ 2 3_ .3
Upros¢ wyrazenie a” —b”  b°-a” _ ab
a-b a’-b?> a+b

Obliczy¢: 3(n), 3( n 3 3( n )  3(n
2°{n) 2'{n-1) 22{n-2) 7 2"(0

Znalezé réwnania prostej rownolegtej i prostej prostopadteprostejy = 2X + 3 przechodacej przez
punkt (-1,7).

Przedstawi graficznie zbiér rozwizaa réwnania—nz+3=z—-4.

Rozwiazat uktad rowna liniowych i podé& liczbe rozwiazan w zaleznosci od wartgci parametryp

/3d -18f =11
pd+2f =-/2
Nie korzystaac z pochodnych znaté najmniejsz i najwickszy wartas¢ funkcji
y = T —/3x+11w przedziale (-1,1].
Wykorzystupc wzory Viete'a wyznaczywartaici parametrik, dla ktérych rownanid” — 2t +2—Kk ma

dwa r&ne rozwizania dodatnie.
Poda& zbiér kedacy rozwhzaniem nierowngi
a)—21?+4l -5<0,b)42° -82° —z< -2
Rozwiazat rownanie i podadziedzir

z _z+6 py X+3 . g x+2)
z2-2 2°-4 X2+ X+2 2x-1
Wyznaczy dziedzir funkcji 10g,,(1—10g,,(X* —4x+3)).

a) <0-

33.

34.

35.
36.

37.

38.
39.

40.

41.
42.

43.
44,

Funkcje trygonometryczne
_|cosx
y =

Naszkicuj wykres funkcji:y = SinX, y =Cosx, y =sin’ X, y = sinx +\sinx :
COSX

Korzystajc ze wzoréw na singy) i cosk+y) oblicz sin(X) i cos().
Oblicz warta¢ funkcji sin, cos, tg, ctg dla 210°, 135°, 495°.

~J1-sin® 2x ) tga+tgb  ctga+ctgb
-sin2x *’ " tga—tgb ctga-ctgb

Upros¢ wyrazenie Sina —-/ctg” o —cos o dla N<a < 27.

Korzystapc ze wzoréw na simafb) i cos@+b) przedstawd tg(a+b) przez tgé) i tg(b). Analogicznie
przedstawd ctg@+b) przez ctgd) i ctg().
Oblicz:

cos36° [¢0s72°, tgl5° +ctgls’
Czy sin(cos(1)) jest dodatnie?
Czyf(x) jest parzysta?

sinx sinx

0= D TR Ginex

Uprascié: a) arcctg( , C) cos(4arccox))

, ¢) T(X) =tgx+ctgx

Funkcje hiperboliczne
Funkcje odwrotne

45.
46.

Wektory: algebra wektoréw, niezafmsé liniowa, baza przestrzeni wektorowej, rozklad wekiv bazie
Czy trzy wektory, z ktorych mma zbudowa trojkat mogy by¢ niezalene liniowo?



47.

48.

49.

50.
51.

52.

53.
54.

55.

56.
57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.
68.

Czy podane wektoryadiniowo zalezne?
a) [1,1,1], [0,1,1], [0,0,1]; b)[1,2,0], [2,1,01,0,1]; c)[1,1,1],[0,1,1], [1,2,2]; d)[3,0,d-1,-1,-1], [0,2,2]
Zbadaj liniova zaleznos¢ wektorow:

a) A+B, A—B b) 2A+B, mA+4B

Dany jest wektorX =[0l,,,] w bazie{X,, X,}. Jakie g jego wspéirzdne w bazidy,, y,} jezeli
X =Yty i X =Y, =Y,

Uktad wspotrzdnych kartezjaskich. lloczyn skalarny wektorow

Dane g wektory @ = [1,3] i b= [2,2] we wspdirzdnych kartezjaskich. Rozté wektor & na sktadowe

prostopadt i rownolegh do WektoraB . Do obliczenia sktadowej prostopadtej wykorzystpjloczyn
wektorowy b) policzoa wczeniej skiadovy rownolegh.

Dane g dwa wektory 1?1 =[42] i 1?2 = [2]1] we wspotrzdnych kartezjaskich.

(Przyjmij konwencg zapisu wektoréw: [] — wsp. kart, () — wsp. w ba%f—g fz})

a) Sprawd czy tworz baz.

b) Przetransformuj do tej bazy wektogy = [10] i €, =[0]1] .

c) Do bazy kartezjaskiej przetransformuj wektoK, = (0(;,0,) .

lloczyn wektorowy. lloczyn mieszany wektoréw. Pgalwiboczyn wektorowy

Punkt S(0,0) jestrodkiem boku AD réwnolegtoboku ABCD. Mg dane wspotrdne wektoréw AB=[4,3]
i BC=[6,2] wyznacz:

a) wspohzdne wierzchotkéw A, B, C i D,

b) dlugdsci przekytnych réwnolegtoboku,

c) pole rownolegtoboku.

Majac dane wspotadne wektorall =[—12] , iloczyn UoV = —11 i dhugai¢ ‘\7‘ =5 wyznacz
wsp6trzdne wektoraV .

Majac dane wspotadne wektorowl = [L2] i V =[—2,2] wyznacz iloczyn skalarnfu —V)o (U +V).
Majac wektor U = [L,2] wyznacz wektor do niego ortogonalny o dtégicb.

Znajdz warunki, jakie musgspetniad wspoétrzdne jednostkowego wektofa = [b,.,b,,b,], aby byt
réwnolegly do wektored = [a,.a,,a,].

—

Dla wektorowa = [212], b =[-211] i € = [1,-2,~1] obliczyc a2, b?, €2, dob, a+b,
cosl(d,b), xb, (2a-b)o(a-20+C).

Wykaz&, ze
a) wektor p = a(b o) —b(ao-C) jest prostopadly d& ,
B, __ - _&(dcb
b) wektor @ jest prostopadly d@j = b —¥ .
a

W dowolnym péciokacie poprowadzono 5 wektoréw gmdka kadego boku do przeciwlegtego
wierzchotka. Wykaz& ze suma tych wektoréw jest réwna zeru.

W trdjkacie o wierzchotkach w punktach A, B i C punkty Dj E dzieh boku tréjkata (odpowiednio BC,
CAi AB) w stosunkum : n. Czy z wektorow AD, BE i CF mima zbudowaé tréjkat?

Wierzchotek A czworécianu znajduje siw srodku uktadu wspétranych. Pozostate wierzchotki znajduj
si¢ w punktach B = (0,-4,0), C = (0,0,-4) i D = (4,0,0blicz pole powierzchni tego czwaianu.
Udowodni, ze przelgtne rombu przecinajsig pod kgtem prostym.

Udowodni, ze w przestrzeni 2D i 3D suma kwadratéw cosinusé@wkikowych dowolnego wektora réwna
jest 1.

Znalez¢ sktadowe wektora poprowadzonego z punkter P1,2,—1) do punktuf= (0,4,-3) réwnolegti
prostopadi do wektora poprowadzonego z punktude B = (-1,-2,3).

Dane g wektory a i b . Znalexé wektor € spelniajcy relacje:6 xa=b i Goa=0.
Wykaza stuszndéé nastpujacych relacji:

a) (axb)of (bxc)x(cxa)f=[4,b,c]’



. P\2/= = Py = o=\2 o -
b) (axb)2(axc)?-{(axb)-(@axe)l =a%a,b,c]?
Definicja iloczynu mieszanegdd, b, €]> = 80 (b x€) =bo (€ x&) =G0 (a xb)

69. W punktach A=(-2,-1,0) i B=(-3,2,1) zaczepionedsva wektory AC=[2,-4,1] i BD=[0,-4,3]. Poda
konstrukcg rownolegtd@cianu na podstawie povwszych danych. Czy jest ona jednoznaczna? Oldigmo
objetosc.

70. Dane g niezerowe wektona, b, C oraz parametry liczbowe i 8. Wyznaczy wektory X i Y
spetniajice uktad rowna:™

aX+yxc=a
By+%XxE=b

70aDla jakiej wartgci parametrp ponizsze wektory gliniowo zalene: [4,2,-1], [0.5p, -2], [1, -4, 11]?

70bDla jakiej wartdgci parametryp punkty A = (1,-1,1), B = (4, -3, -4) oraz C = @ p) tworz tréjkat
prostokgtny, w ktérym katem prostym jest BAC.

70c Roztazy¢ wektor & na sktadowe wzdiuwektorowb i € (w bazie wektorowb i € ).
Uwaga! Nie mylé z rozkladem na sktadawoéwnolegh i prostopadi.

a) a=[51], b=[33] i &=[-21],
b) a=[52], b=[-23]i¢=[-3-3].

71. Ciqgi liczbowe. Granice

lim (1+i)n =e=2718 lim%Yn=1

n-o n-oo

72. Oblicz granice eigow dlan dazacego do nieskiczondgci:

_2n*-3n+5 _ 4n®-5n+1 _A/4n* +5n-7
AU, =0 D U T U E o
3+7n-6n 3n°-2n° -4 n

73. Korzystajc z twierdzenia o trzechagiach oblicz granigciagu U, =%/3" +5" +7" dlan - oo.
74. Znajdz granice cigow:

n _\2 n-1_ N Hn+l _
2) b)( : j , c)(2n 3) ., d)"/n’+n-n, e)AZ'Zn_?, f) (3j 2 1

n+1’ n+1 3n+1 2) 31

11009 - 1 a2V 4(3) o (142)
g) Y/100 105 h) (3) +(4j i) (1+ nj.

75. Granice i ciggtosé funkcji.

76. Korzystapc z definicji granicy zbadaciagtos¢ funkcji f(x) = x+2 wx = 2.

77. Korzystajc z definicji obliczy granie lewo- i prawostrona funkcji f(x) = Ik wx = 0.
78. Oblicz granice opieraf sk na odpowiednich twierdzeniach:

2
im M%) im In(mj, dlim-—= .
0+

. X" +4
a)lim———, b)li
xo2 X 42 X x-1x-1

x-0 X X
79. Korzystajc z odpowiednich twierdzfezbadaj cigtos¢ funkcji
x*+Xx-2 oblicz granie w ewentualnych punktach niggiosci oraz granice dlax — *oo .

3x*-12
80. Wyznaczy dziedzir i zbada ciagtos¢ funkcji
x+1l x<0
3 tx={ 0 x=0
-x+1 x>0
X2 —4x+3
R R e

b x=1



X +4x-2 1<x<3

0 x<0
c) f(x):’_ 2 1 0<x<1

4-x X=3
d i
) f(X): X X¢O
0 x=0
x2 —5x+6
e) f(X): X—2 X¢2,
-1 X=2

f) X+‘X‘, SInX' X

81. Pochodne. Interpretacja geometryczna. Pochodnacfunkwrotne;j.
82. Korzystajc z definicji (granica ilorazu edicowego) oblicz pochodrfunkciji:
a)f(x) =c, b)f(X) =ax c)f(x) =ad, d)f(x) =x", e)f(x) = uX)+v(x), ) f(X) =u@EIv(x), g)fx)=uX)/V(X),
h) f(x) = x/(1x), i) f(x) = sin), j) f(x) = cosk), k) f(x) = €&
83. Korzystajc z twierdzenia o ilorazie oblicz pochodne:
a)f(x) = tg(x) = sink)/cos), b)f(x) = ctg).
84. Oblicz pochoda:
a) y=1x*-2x*+8x°-2x°, b)y=re, ) —3x, d) X =t3/t, e)y=3/(32),
f) y=(@4x%=2x/x+X)(2x+-/x), g h) s= (7t? - +6)6 i) y(e) = Te
1+f
85. Oblicz pochoda funkcji odwrotnej do:
a)y=x, b)y=tgK).
86. Oblicz pochoda:
a)y =uvw= (uVw, b)y=asin@/x), c)z=2+sin(X), d) z= sind +_Le) zZ= ; ,
a  sina sin(x) + cos(x)
f) y = €*(asin(x) — cosk)), g) Y = cos \/% h)z = tg(u) — ctgl) — 2u, i) y = arc tg(3x),
j) x=arcsin(l-t) dla0o<t<2, k) y=arc tgi+x , Dy=In(3), m)y=In(t+/t* +1),
- X
n)y=loga, o)y =exp(sirf x) —exp(cos x), u)y=x"
87. Upros¢ i oblicz pochoda:
2 _y_13
2) y= (- X)(x+ 05)? (2x ; x-1) L b)y= ctg(3x)ctg(2x) +1
2x+1)°(3x-3) ctg(2x) —ctg(3x)
88. Caltki nieoznaczone i ich wiasfw.
89. Oblicz caltki nieoznaczone naptijacych funkciji:

a)x exp(®), b) sink)cosk), c) ],/«/2X-3, d) X/\/l— x* -1<x<1, e)Ink), x>0,

f) 5% — B+ 3 — 2k + 56, g)x/(107), h)x(@+d), i) x(e+3)F, ) (XxB/x +4/x)/x2 | k) /3x+1,
) exp(1K)/x%, m) 1/(2co&3x), n) cosK)exp(sink)), o) tg(x)/codx), p) (InK))%/x, r) 6,

s) ]/Xall—lnz‘)(‘ , ) xexpd)(@+1), u)xcosk), w)e‘cosk), x)xIn(x),y) In(x)




90. Catkowanie funkcji wymiernych — strategie.
91. Oblicz calki nieoznaczone:

Xx-1 b 1

a , , C rzez podst. i przez rozktad na utamki proste) ,
) 32 —6x+5" Y xi-gx+5’ O gogyz PrEEzPOSLIP proste)
1 X2+ x2-10x+8  x*+2x? +4x 3x-1 x> =2
2 ) e 1 2 1 g) 1 h) 2 [l
X +x+1 X-5 3x“+1 X—3 X -1
1 . 1 K 1
a+bx+c’ UxP-x+1 X ex241

92. Oblicz catki oznaczone:
ml2

a) jxsin(x)dx, b) Tsinz(x) cos(X).

93. Obliczy¢ pole powierzchni ograniczonej przez parabok x> — 1 nad osi OX (y = 0) dla przedziatu (-2,2).
94. Obliczy¢ pole powierzchni ograniczonej krzywymi:

a) xy=ly=-1x=1x=a>1,

b) xy=1,y/x=1yix=a%a>1.
95. Oblicz catki oznaczone:

5 -2 a w2
X dx dx .
dx, o) |—-—n— ——=2 _ a>0, d) [|sin(x)dx
a)J3-x2—4 )£x2+2x+1 C)~([x2+a2 2 )_,J;/Z 9

a
96. Oblicz catle oznaczoa j\/ a% - x2dx.
0

97. Oblicz calki niewtaciwe (zapis powinien zawiera ,lim”):
3/5

d td 01 Tl
a)£J3—7X5x' b)J;(z((, c)J'lXde, d)_J;dex.

98. Szereg Taylora i Maclaurina.

99. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje®, cosk), sin).

100.  Wielomianx®+2x+1 rozwiraé¢ w szereg Taylora wokét punktéa= 0,x = —1 ix = 1.

101.  Rozwim¢ w szereg Taylora (cztery wyrazy) funkcf (X) = € —+/1+ X —% wokot punktéwx = 0 i
x=1.

102. Znalex¢ pierwsze siedem wyrazow rozwggia w szereg Maclaurina funkgiji:
a) cod(x), b) exp(®), c)Ink), d) arctgk).

103. Rozwim¢ w szereg Taylora wokét punkiu= a funkcje exp/a).

104.  Pokazé, ze dla mategx (1+Xx)" =1+nx.
105.  Obliczy z doktadnécia do 0.001 warté: /€.

1
106.  Rozwimé w szereg Maclaurina (3 wyrazy)(3) = ﬁ wiedzc, ze ‘B‘ <l1.
107. Znalex pierwsze dwa niezerowe wyrazy rozwitia w szereg Maclaurina wyr@nia na energi
relatywistycza: E = myy(v)c’.
108. Znalex¢ pierwsze siedem wyrazow rozwgoia w szereg Maclaurina funkgiji:
-5x* -7x* +1

2x°-3x+1
109. Pochodne agstkowe. Gradient.

a) 1/cod(x), b)



110. Obliczy¢ pochodne castkowe funkciji:
a) f(xy) =x%° —xsin(y), b)f(xy) =x.

111.  Obliczy¢ pochodne cwstkowe por i ¢ funkeji F(r,d) = f(rcosf),rsin(®)) dlaf danego przez
a)f(xy) =xy, b)f(xy) =x+y, c)f(xy) =x*+y d)f(xy) =xfy.

112.  Znajac x = rcos), r(t)=14, ¢(t)=uwxt obliczy¢ pochodia x(t) oraz r@niczke zupetr dx.

113.  Wyznaczy jednostkowy wektor prostopadtly do powierzchi,y,2=0 w punkcie P = (-1,—1,2)jeli
D(x,y,2)=x+y*+0.257—3 (elipsoida).

114.  Calki podwdjne.

115. Obliczy¢ jacobian przeksztatcenia ze wspéttmych kartezjaskich do sferycznych.

116.  Obliczy¢ catke podwojm funkcji f(x,y) na obszarze D, ktéry jest kotem o promieniusRodku w (0,0):

a)fxy) =1, b) F(x,y) =} +y?, o F(xy) =V )C+y?, d)exp(+y).

117.  Obliczy¢ catkg podwdjry z funkcjif(x,y) = 1 na obszarze kotasoodku w (0,0) i promieniu R bez
przechodzenia do wspétanych biegunowych.
118.  Obliczy¢ catke z funkcjif(x,y) po obszarze D:

a) f(xy)=

, D to tréjkat wyznaczony przez punkty A=(1,-1), B=(3,-1), C3},

ol
I—‘TX
<

b) f(X,y)=——"—— D to trojkat wyznaczony przez punkty A=(2,4), B=(4,2), C=(1,2)
X+y+1

c) f(X,y)=2x-Yy, D to tréjkat wyznaczony przez punkty A=(-1,1), B=(3,1), C=(0,0
d) f(Xx,y)=x+3y, D to tréjkat wyznaczony przez punkty A=(0,0), B=(-2,1), C=(1,1

119.  Obliczyt call podwjm z funkeji f (X, y) =1-25 - %
a) prostokta wyznaczonego przezz zakres—a,a] orazy z zakresli—b,b],
b) kofa osrodku w punkcie (0,0) i promienid w przypadku, gda=b =R.
120.  Calki potrgjne.
121. Obliczy¢ jacobian transformacji ze wsp&ddnych kartezjaskich do biegunowych.
122.  Obliczy¢ jacobian transformacji ze wsp&ddnych kartezjaskich do walcowych.
123.  Oblicz caiki potréjne:
a) Korzystajc z catek potréjnych obliczyobijetosé kuli danej wzoremd+y*+Z<Re.
b) Oblicz moment bezwtadroi kuli o promieniu R i masie M.
c) Oblicz catke trojwymiarows funkcji f(x,y,2) = 1 po obszarze zadanym przez prostopatio
wyznaczony punktami O = (0,0,0), A = (1,0,0), B0s,0) i C = (0,0,3).
d) Oblicz catk trojwymiarows funkcji f(x,y,2) = 1 po obszarze zadanym przez ostrostup
wyznaczony punktami O = (0,0,0), A = (1,0,0), BGs2,0) i C = (0,0,3).
124.  Calki krzywoliniowe llgo rodzaju (skierowane).
125. W przestrzeni dwuwymiarowej dana jest funk&d1) = X(x> + 2xy) + Y(y* — Xy) . Obliczy¢
catke krzywoliniows tej funkcji po odcinku:
a) L;=odcinek od (0,0) do (2,2),
b) L, =dwa odcinki: od (0,0) do (1,0) i od (1,0) do2R,
126. Dane jest pole siF = (X+ Y,y —X,2Z— X —3y). Obliczy jej prag, ktéra nalezy wykona, aby
przenigc¢ punkt materialny po
a) tamanej OABC wytyczonej przez punkty O = (0,0,0A04a,0), B = (0a,a) i C=(a,a,a),
b) po odcinku OC.
127.  Dane g dwa pola sitF, = (X,—Y,2) orazF, =(X— Y, X+ y,0). Obliczy prae potrzebr do
przeniesienia punktu materialnego po
a) odcinku od 4,0,0) do (&,0,0),
b) migdzy tymi samymi punktami po pétadgu znajdujcym sk dodatniej czsci osi OY.
128.  Calka krzywoliniowa llgo rodzaju (nieskierowana).
129.  Obliczy¢ cafki:

a) J-(XZ +y?)dl, gdzie L to krzywa sparametryzowana zmighradana wzorami
L
x(t) = a(cost) +tsin()) i y(t) =a(sin(t) +tcost)) da0<t<2n.

okreslonej na obszarze



b) sz ydl, gdzie L to¢wiartka okegu w pierwszegwiartce dwuwymiarowego uktadu wspédnych.
L

130.  Znalex¢ mag liny, ktérej potazenie dane jest przedt) = at, y(t) = at’/2, z(t) = at’/3 dla 0 <t < 1 jezeli
gestai¢ liny dana jest wzoremp(X, Y, z) =./2y/a.



