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1. Wstep

Zadaniem pierwszych komputerow byto symulowarageltorii pociskéw. Obecnie
symulacje komputerowe d&i dynamicznemu rozwojowi technologii komputerowysthty
si¢ waznym narzdziem wielu dziedzin nauki takich jak fizyka, bigla czy chemia. Coraz
szerzej wykorzystywaney $ez w szeroko rozumianej rozrywce. Atrakcyadilmow i gier
komputerowych zwiksza st np. przez realizm dodawany w formie odpowiednirgthu
obiektow w tworzonych scenach, ich wzajenmterakcj. Sprowadza gito do modelowania
odpowiednich zjawisk fizycznych.

Skuteczne zastosowanie symulacji poprzedzone lpyasitworzeniem
odpowiedniego modelu badanegodowiska. W swojej pracy stworzytem kilka prostych
modeli uktadow fizycznych w celu symulacji ich zagrania dla rénych warunkow
poczatkowych. Badanie dynamiki owych modeli atiave jest oczywdcie dzeki
zastosowaniu metod numerycznych. Symulacja dynapndd@prowadzona nie by wieloma
algorytmami. Wybor optymalnego jest jednym ze steaych tej pracy zadaMoja praca w
gtéwnej mierze sktadasi opisu i pordwnania tych metod pod wetgm doktadngi i
ztozonasci czasowej. Podsumowaniem catej pracy jest aghkpiezentujca praktyczne
zastosowanie powgzych zagadnie Jej atutem jest prezentacja wynikow za pogrgrafiki
3D generowanej za pompbiblioteki OpenGL [5, 6, 10, 12, 13, 14], twacztrojwymiarowe

animacje ukladéw symulowanych w czasie rzeczywistym



2. Algorytmy

2.1. Rownanie ruchu — przedstawienie problemu
Roéwnanie ruchu [1] dla pojedynczego punktu mateegb w jednym wymiarze o
dziatapcej na niego okidonej sile wypadkowej przybiera pragtosta réwnania
rézniczkowego drugiego ezlu:
d’x _F
— =W , 1
dt> m @
gdzie:

Fw — sita wypadkowa,
X — potazenie punktu na osi X,

m— masa punktu.

Najprostszym sposobem rozwania réwnania Newtona (1) opiscggo przyspieszenie
punktu materialnego jest przeksztatcenie go doduktwdch rowna sprzzonych

pierwszego rzdu.

a:V (2)
t m

W przeprowadzanej symulacji rozgywanym zagadnieniem jest paémie punktu w
zaleznosci od czasu. Znane potazenie i pedkosé w chwili pocatkowej, a take dziatagce
na castke sity. Znapc réwnania (2) i (3) mma wy¢ ktéreg z opisanych rej metod
numerycznych do rozwzania zadanego problemu i znalezienigdgosci oraz potaenia

punktu materialnego w kdej chwili czasu.

2.2. Metoda Eulera

W swej klasycznej postaci jest to jedna z najpmystis metod numerycznych [7, 15].
Stuzy ona przede wszystkim do rozaywania rowna rézniczkowych pierwszego stopnia.
Zaktadajic znajomdé¢ pochodnek’(t) funkcji zmiennej rzeczywiste((t) i jej wartasé
poczatkowa w punkciety, mazna obliczy wartas¢ tej funkcji w punkcietot At i nasgpnych.

Algorytm odpowiada rozwazaniu za pomagcrozwinigcia w szereg Taylora (4, 5):



X(to +At) = X(t,) + X'(lTO) (At +><'go) D +... (4)
X(t, +At) = i X(n)nfto) |, Bt (5)
= n
w ktorym zachowano tylko pierwsze pochodne:
X(t, +At) = x(t,) + XISO) (At (6)
Co jest rbwnowzne:
X(t, +At) = x(t,) + X'(t,) [At (7)

Btad metody dzy do zera dlalt dazacego do zera. Obgiie rozwizania do wyrazult w
potedze pierwszej oznaczze metoda ta ma doktadstojedynie pierwszego edu wzgkdem
rozwiniccia w szereg Taylora. Bl obckcia wynosi zaten®(4t%). To powoduje wzgldnie
szyblq rozbieznos¢ algorytmu.
Zastosowanie metody Eulera do rogzeinia rownania Newtona (1) jest rngmtjace:
1. W pierwszej kolejnéci obliczana jest pidkos¢ na podstawie zadanego

przyspieszenia:

v, =V, +dv (8)
dv = gt )
m

2. Nastpnie korzystajc z obliczonej pgdkosci wyznaczane jest patenie:

X =X +dx (10)

dx =, Ldt (11

2.3 Metoda punktusrodkowego - MidPoint

Metoda ta jest szczega@lpostaci metody Rungego-Kutty [7, 9, 15]. Naleona do
klasy schematoéw dwustopniowych. Oznaczaeowartg¢ funkcji f(x, t) musi by obliczana
dwa razy dla kadego wyznaczenia wado funkcji X w punkcieto+4t. Idea metody

MidPoint mae by zapisana w trzech wyraniach:

k, = At LF (X,,t,) (12)



Powyzsze réwnanie jest algorytmicznym zapisem metodgiauiNa podstawie wadci
poczatkowych i dlugdci interwatu czasowego obliczana jest watttunkcji x w punkcie
to+ At zapisana jaké;.
1 1
k, = At O (x, + 5 K,t, + 5 [At) (13)
W (13) ponownie wykonywane jest catkowanie w celalezienia wartei f w punkcie
odpowiadajcym potowiek; wyznaczonej w kroku poprzednim, a re@stie obliczana jest

wielkos¢ ko, Koncowa wartéc¢ funkcji x w punkcieto+ At wyznaczona jest za pompc

rozwigzania z rownania (13) i wako pocatkowe;.

X(t, +At) = x(t,) +k, (14)

Doktadna@¢ metody MidPoint jest drugiegogdu. Uzyskuje s to dzkki podzieleniu
przedziatu catkowania na dwiegzi. Nazwa metody pochodziast, ze rozwhzanie
wyliczane w (13) wykorzystuje punktodkowy rozwazania (12).

Metod: MidPoint mana wykorzysta do rozwiazania rownania Newtona w sposéb
opisany w porrszych punktach:

1. Na podstawie znajondoi potazenia, pedkaosci i przyspieszenia w chwitp

obliczane g wspotczynnikik;:

= ALY (15)
m

k,, = At (16)

2. Wartas¢ sity wypadkowej aktualizowana jest dla potowy rogzenia otrzymanego

w punkcie pierwszym, a naginie wyliczane g wspotczynnikik,:

k,, = At cfw (17)
m
k2x = At % |:H(lv (18)

3. Ostatecznie wartgi predkosci i potazenia w punkcidg+ At dane § wzorami:

vV, =V, +K,, (19)



X =X Ky, (20)

2.4. Metoda Runge-Kutty czwartego redu

Metoda Runge-Kutty czwartegoetu (RK4) [7, 9, 15] jest rozszerzeniem metody
punktusrodkowego o kolejne dwa kroki. Aby obliczwartas¢ funkcji x w punkcieto+ At
nalezy obliczy¢ wartas¢ funkcji f(x, f) czterokrotnie. Kompletny algorytm RK4 jest podgbn
do metody MidPoint, ktora w istocie jest meidRiunge-Kutty drugiego ezlu, przy czym

zwickszona zostaje ikd¢ dodatkowych oblicae Schemat jest nagtujacy:

k, = AL (%,,t,) (21)

K, =Ath(xO+;Ek1,to+;mt) (22)

Pierwsze dwa krokissidentyczne jak w metodzie punkitodkowego.

K, :Ath(x0+;Dk2,to+;mt) 23)
W kolejnym kroku analogicznie do poprzedniego wyzaama jest wartg funkcjif, z 4
réznica, ze przedziat catkowania olgla potowa wartéci obliczonej w kroku poprzednitg.

K, = AtCF (X, + K, t, + At) (24)

Ostatni krok metody to znalezienie ostatniego wspdinikak, catkowaniem metad
prostokitow. Wartdg¢ funkcji x w punkcietg+ At obliczana jest na podstawie znajditio

wartasci pocaitkowej X(tp) oraz wyznaczonych w czterech krokach wspétczyimik;, ko, ks

i Ky
to + ) = x(t) + <k, + 2K, + 27k, +K,) (25)

Metoda RK4 przewisza metog MidPoint dwukrotnie pod wzgtlem doktadnéci. Oznacza
to, ze dla dwukrotnie wikszego interwatu czasowego aeouzyska wyniki rownie
wiarygodne.
Réwnanie Newtona rozaduje s¢ metody RK4 zgodnie z nagpujacym algorytmem:
1. Na podstawie znajondoi potozenia, pedkosci i przyspieszenia w chwith

obliczane g wspotczynnikiks:

k, =t (26)
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k,, = Ot (27)

2. Wartci¢ sity wypadkowej aktualizowana jest dla potowy rogzenia otrzymanego

w punkcie pierwszym, a nasinie wyliczane g wspoétczynnikik,:

k,, = At ofw (28)
m
k2x = At % |:Iklv (29)

3. Sita wypadkowa jest ponownie aktualizowana w puakeyznaczonym przez
potowe rozwiazania z punktu drugiego:

k,, = At ofw (30)
m
ka = At % DkZV (31)

4. Ostatnie wspétczynniki potrzebne do wyznaczengdhusci i potozenia w chwili
nastpnej obliczanegpo ostatniej aktualizacji sity wypadkowej w purdci

wyznaczonym przez rozwianie z punktu poprzedniego:

K, = At (32)
m
k4x = At Dk3v (33)

5. Predkosé i potozenie w chwili nasipnej obliczanesgna podstawie pdkosci i
potozenia pocatkowego i sumy wspotczynnikbw zsumowanych z odpoiwimi
wagami:

Xl :X0+é|]klx+2|:k2x+2|](3x+k4x) (34)

=y Tk, + 20Ky + 20K, +K,) (35

11



2.5. Reguta Stoermera

Reguta Stoermera [9] jest datowana na rok 1907 pagsilarnym sposobem
dyskretyzacji rownarozniczkowych drugiego kdu przedstawionych jako uktad dwoch
rownan pierwszego rgdu. Uktad ten skladagi rowna, w ktorych pochodna nie wygtuje

po ich prawej stronie.

Rownanie:
X'= f(t) (36)
Wartcici pocatkowe:
X(t,) = %, (37)
X (t,) =V, (38)

W celu zwikszenia precyzji obliczeinterwat czasowylt dzielony jest na kilka lub

kilkanascie krokéw. Dlugé¢ kroku definiowana jest nagtujaco:

h=Ot (39)

gdzie:
h — dtuga¢ kroku,
m — ilos¢ krokow,

At —dhugaos¢ interwatu czasowego dla metody.

Algorytm ten jest metagdwielopunktows, co oznaczaze nie startuje z jednego punktu.
Wymagana ilé¢ wartdgci pocaitkowych uzyskiwana jest po wykonaniu pierwszejrtstae]
fazy algorytmu. Odpowiada ona rozwioiu w szereg Taylora (5) wokédo drugiego rgdu
wielkosci:

X(t, + A1) = x(t,) + X (t,) Bt + ; 0 (t,) 2, (40)
CO po podstawieniu warloi h za wyrazAt, zastosowaniu rowna36, 37, 38) oraz kilku

prostych przeksztatceniach daje:

% =% +hilv, + NF ()] (a1)

12



Druga faza metody polega wykonaniu wtlpobliczen wyznaczajcych wartdéé funkcji w
chwili nastpnejx(t+ 4t). llos¢ iteracji ptli jest okr&lona iloscia krokdw minus dwa(kroki od
drugiego do przedostatniego). ke wyliczenie jest poprzedzane aktualizagartasci

drugiej pochodnej danej funkdfito+kh).

Xeuy — 20K, + X, = h? OF (t, + K [h) k=1, ..., m-1 (42)

Po przeksztatceniu ze wagu nax1:

Xeo = 20X, = X,_, +h? O (t, + k [h) k=1, ..., m-1 (43)

W trzeciej, ostatniej fazie, na podstawie wirej wyznaczonych warfgi (43) obliczana jest
wartas¢ pierwszej pochodnej rozvmaej funkcji. Wzor ten uzyskujeesk rozwinkcia w szereg
Taylora (5) dla funkcjk(t) do drugiego redu wartaci (40) i przeksztatceniu otrzymanego

rownania ze wzgdu na drugi wyraz tego rozwitia (44).

X(0) —x(t,) , 1
X(t,) =——+-[X'(t,) LAt 44
(to) r > (to) (44)
Co po zastosowaniu rown#36, 37, 38) oraz zataosci (39) daje:
1 _ (Xm - Xm—l) l
x(t0+At)—T+§E[th(to+At) (45)
Zasada Stoermera w rozwaniu zagadnienia punktu materialnego przedstawia s

nastpujaco:
1. Krok czasowy metody dzielony jest na kilkaga:

h=—, (46)
gdzie:
z— ilos¢ krokéw,

h — dtuga¢ kroku.

2. Pierwszy krok oblicza kolejne patenie potrzebne do wystartowania generalnej

czgsci metody:

X =% +hily, + (™) @)

13



3. Giéwna czs¢ bazujca na obliczeniach z poprzedniego punktu:

Xk+1 = 2|3(k - Xk—l + h2 d:ﬂl y k:]., ceey z-1 (48)

Dla kazdegok aktualizowana jest wardé sity wypadkowej-,.
4. Ostatnia czynn&@ polega na wyliczeniu pdkosci bazuacym na znajomei

dwoch ostatnich pol@n i sity wypadkowej:
vz kT Ky 1 h Efiw (49)
h 2 m

2.6. Algorytm Verleta

Algorytm Verleta [2, 8, 11, 15] nina okréli¢ jako uproszczanwersg metody
Stoermera. Tak jak ona algorytm ten jest mgtotklopunktowa, jednak w przeciwigstwie
do pierwowzoru nie przewiduje samodzielnego obhézavymaganej iléci wartasci
poczatkowych. W tym celu naley postizy¢ sie jedm z metod jednopunktowych, np. megod
Eulera.

Algorytm Verleta jest metadrutynowo wykorzystywagw symulacjach
biofizycznych (dynamice molekularnej). Znana jedté pod nazw jawnej metody rénic
centralnych. Sty do numerycznego rozwdywania uktadéw rownarézniczkowych
zwyczajnych drugiego ezlu. Zostata opracowana w 1967 r. przez francuskiegka
Loupe’a Verleta.

Podstawowa idea algorytmu polega na dwéch rozei@ch w szereg Taylora (5)
wyrazeniax(t) do trzeciego r@u wielkdci. Pierwsze rOwnanie jest rozwgiem ,,do

przodu” w czasie p+At:

X(t, + At) = X(t,) + X'(t,) (At +;x"(t0) [At? +éD('"(t0) +0O(AtY), (50)

a drugie ,do tytu” -to-At:

X(t, - Bt) = X(t,) - X (t,) (Dt + ; X" (t,) (D2 —é %" (t,) + O(At*) (51)
Dodapc stronami powysze wyraenia uzyskuje si

X(t, + At) + X(t, — At) = 2[X'(t,) + X' (t,) (At + O" (At*) (52)
Rozwiazujac ze wzgtdu nax(t+4t), w celu znalezienia wardoi funkcji w chwili nastpne;j:

14



X(t +At) = 2[X(t) — x(t - At) + X" (t,) [At? +O" (At*) (53)

Btad obckcia w przypadku algorytmu Verleta rozwijanego wéstami At jest radu 4t
nawet, jgli trzecie pochodne niggawne. Jego zalgjest to,ze jest fatwy do
zaimplementowania, doktadny i stabilny. Problemgoe/tmem Verleta jest takie pierwsze
pochodne nieggenerowane wprost. Jest tazgteczne, kiedy nieasone potrzebne, bo nie
zabierag czasu procesora potrzebnego do ich obliczanil.jdénak ich znajom jest
konieczna, wyprowadzagsje odejmugc stronami rozwirgcia (50) 1 (51):

X(t +At) - x(t - At) = 20X (t, ) At (54)

Po prostym przeksztatceniu wyemia (54) mena uzyska pochodn funkcji X' (t):

X(t,) = £m OX(t + At) - X(t - At) (55)

Wadh metody jest toze znajomeé¢ wartdsci funkcji wyprzedza o jeden krok znajoigo
pochodnej tej funkcji. Wynika to ze sposobu jejickdnia opartym na znajorfm wartasci
funkcji w kroku poprzednim i naginym. Bkd zwiazany z wyznaczaniem pierwsze;j
pochodnej jest kxlu At>.

Mozna tatwo zauway¢, ze wartd¢ funkcji x w punkcieto+ At zaréwno w Verlecie jak
i Stoermerze jest wyrana w taki sam sposob. Rica polega na tynxe zasada Stoermera
dzieli interwat czasowy na kilka mniejszych krokdéwykonuje obliczenia dla kalego z
nich, za kadym razem uwzglniajgc zmiany drugiej pochodnej. Algorytm Verleta wykgau
te czynnd¢ jednokrotnie, dla wartei drugiej pochodnej zadanej jako wati@ocztkowa.

Schemat zastosowania metody Verleta do rgzaviia rownania Newtona sktada gi
obliczenia wykonywaneaguz przy wyciu algorytmu Verleta.

1. Polazenie wyznaczane na podstawie dwéch poprzednichzg@oto

x2=ZD(1—x0+%Ejt2 (56)

2. Wyrazenie na pgdkos¢ w danej chwili opiera gina znajoméci potozenia w

chwili poprzedniej i nagpnej:

%=X
= 57
% 2[dt ®7)

15



3. Implementacja

Klasy zaprojektowane na potrzeby programszablonami C++ [4, 5]. Oznacza #e,
definicja danej klasy jest przygotowana tylko rale, mae by uzyta dla r@nych typéw
danych (w naszym przypadku dla liczb zmiennoprZemirych pojedynczej i podwajnej
precyzji).

3.1 Wektor

Zjawiska fizyczne symulowane w programie w znacznigjrze opieraj Si¢ na
rachunku wektorowym. Z tego powodu przygotowaniarte] struktury danych opisigej
wektor jest bardzo wygodne. Wektor w przestrzegjitymiarowej, w uktadzie kartezjgkim

reprezentowany jest przez trzy wspéttee: x, y i z.

Rys. 1. Wektor w kartezfmkim uktadzie wspoétrginych

Konstruktor obiektu przyjmuje jako argumenty wywatatrzy liczby typu okrdonego przez
parametr szablonu, na podstawie ktérego kompitstorzy klag opisupca wektor. S to

wartasci inicjujace wspoétrzdne tworzonego w ten sposob wektora:

Wektor<float> x(1.0f, 2.0f, 3.0f);

Alternatywny konstruktor przyjmuje tak trojelementowtablice tych samych wartai.
Kolejne elementy oznaczapdpowiednio sktadowe: X, y, z. Po#gzy zapis jest zatem

rownowany z:

float tablica[] = {1.0f, 2.0f, 3.0f};
Wektor<float> x(tablica);

Konstruktor domyiny tworzy obiekt o sktadowych zerowych.

16



Sktadowe wektora mimma modyfikowa wykorzystuac funkcg sktadowa klasy
Wektor : Set . Jej argumentyastakie jak w przypadku konstruktora obiektu: triozby typu

okreslonego przez parametr szablonu:

x.Set(5.0f, 6.0f, 7.0f);

lub tréjelementowa tablica takich liczb:

float tablica[] = {5.0f, 6.0f, 7.0f};
x.Set(tablica);

Odczytu skladowych wektora raca dokona na dwa sposoby. Pierwszy: poprzez fuakcj
sktadowy Get jako argument wywotania przyjmaga tablice trojelementow, do ktérej
zostan zwrocone wspohne wektora.

float tablica[3];
x.Get(tablica);

Drugi sposéb to zycie operatora]] zZwracajcego poszczegolne skladowe w zal&ci
od wywotania funkcji. Argument 1 oznacza sktadowy analogicznie 2 -y i 3 — z.
skladowa_x = x[1];

skladowa_y = x[2];
skladowa_z = x[3];

3.1.1 lloczyn skalarny
W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej iloczykatarny dwoch wektoréwa=(a,
ay, &) | b=(by, by, b;) oznaczany jest przea:b i definiowany jako suma iloczynéw

sktadowych obu wektorow.

alb=a b +a, b +a,lb, (58)

Wynikiem iloczynu skalarnego jest liczba. W progratioczyn skalarny dwoch wektoréw
maozna obliczy korzystajc z funkcjiScalarProduct

Wektor<float> a(1.0f, 2.0f, 3.0f), b(3.0f, 2.0f, 1. of);
float iloczyn = ScalarProduct(a, b);

3.1.2. lloczyn wektorowy
lloczyn wektorowy dwoch wektoréw zapisywany jestgaxb. Daje on w wyniku
wektor. Wzor na wyrzenie iloczynu wektorowego poprzez skladowe obu arékt mona

zapis@ w postaci quasi wyznacznika macierzy:
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& 9 2
axb=la, a, a,=(a, b, -a,b)X+(a, b -a b))+, b -a b)) (59
b, b, b
X y

z

lloczyn wektorowy mana obliczy za pomog funkcji VectorProduct
zaimplementowanej, tak jak iloczyn skalarny, dige&tdw klasyWektor .

Wektor<float> a(1.0f, 2.0f, 3.0f), b(3.0f, 2.0f, 1. of);
Wektor<float> iloczyn = VectorProduct(a, b);

3.1.3. Dlugdé wektora
Diugas¢ wektora w przestrzeni zdefiniowana jest jako piastek kwadratowy z

iloczynu skalarnego wektora z samym sdlorme z wektora zapisuje shastpujaco:

a=./(alm) =, (a +a +a;) (60)

W programie do obliczania diugm wektora stay funkcja sktadowdength zdefiniowana
w klasieWektor .

Wektor<float> x(1.0f, 2.0f, 3.0f);
float dlugosc = x.Lenght();

3.1.4. Normowanie

W programie cgsto wystpuje konieczn&t uzycia wersora (wektor o jednostkowej
dtugasci) wskazugcego kierunek w przestrzeni. W takich przypadkaobige st operact
normowania. Zachowuje ona zwrot i kierunek wektargggo dtugéé sprowadza do
jednostki. Wektor jednostkowy definiowany jest rasiaco:

a="> (61)

Wektor normalny réwny jest ilorazowi danego wektopego diugdci. Uzycie normowania
w programie maliwe jest dzeki funkcji sktadowejUnit :

Wektor<float> x(1.0f, 2.0f, 3.0f);
Wektor<float> jednostkowy = x.Unit();

3.1.5. Operatory arytmetyczne
Poza powyszymi operacjami klasé@/ektor udostpnia take operatory arytmetyczne
takie jak suma i rinica dwdoch wektoréw. Wektor powstaty w wyniku opgraodawania
rowna s¢ sumie poszczegolnych sktadowych.
18



Rys. 2. Suma dwdéch wektoréow w dwéch wymiarach. &ddea z réwna jest zeru

Analogicznie jest w przypadku idicy.

/ .
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Rys. 3. Ranica dwdch wektoréw. Sktadowa z jest réwna zeru

Dodatkowo zaimplementowane gperatory mngenia i dzielenia wektora przez skalar.
Odpowiadaj one odpowiednio jego wydteniu i skréceniu odpowiednilos¢ razy. Kada
sktadowa jest mnmna lub dzielona przez licgbUzycie powy.szych operatorow
przedstawia ginastpujaco:

Wektor<float> a(1.0f, 2.0f, 3.0f), b(3.0f, 2.0f, 1. 0f);

Wektor<float> suma = a + b;

Wektor<float> roznica = a —b;

Wektor<float> powiekszony = 3 * a;
Wektor<float> pomniejszony = a / 3;

Ponadto w klasi&Vektor istnieje w specyficzny sposob przgany operator mnenia
dziatapcy na dwa wektory. Zostat napisany na potrzeby @amgntacji metod numerycznych
opisanych w poprzednim rozdziale. Wynikiem jest t@ekktorego sktadowe odpowiadaj
iloczynowi poszczegoélnych sktadowych nionoych wektoréw. Dla macierzy operator taki
nazywa s iloczynem Hadamarda znany takpod nazw iloczynu Schura lub po prostu
iloczynu po wspoétrgdnych

(A B); =4 B .

1

(62)
Jego uycie pokazane jest pomj.

Wektor<float> nowy_wektor = a * b;

19



3.2. Punkt materialny

Podstawowy element, z ktérego budowaedsmpisane niej modele
trojwymiarowych uktadow fizycznych to punkt maténa Do opisu castki potrzebneas
informacje takie jak: masa, qukos¢, czy potaenie. Ruch takiej estki maze by
ograniczony przez pewne ¢zly. Kolejm informacp przydatra do opisu punktu materialnego
jest okrglenie czy castka oddziatuje z innymiasiednimi. Szablon klasktMat (punkt
materialny) zawiera wszystkie te dane oraz metéaase do ich ustawiania i pobierania
informacji o reprezentowanej £ce.

Utworzenie obiektu danej klasy wymaga podania jgglozenia, pedkosci masy i
okreslenia czy na punkt nasone g wigzy uniemaliwiajace mu swobodne poruszanie.si
KlasaPktMat do reprezentacji pierwszych dwoch z paejyprzedstawionych danych
uzywa obiektdw wczéniej opisanej klasyWektor . Masa jest licziptypu okr&lonego przez
parametr szablonu, a gzy 3 zmienr logiczm (false  oznacza punkt o ruchu
nieograniczonymgrue — z nat@onymi wigzami):

Wektor<float> polozenie(1.0f, 2.0f, 3.0f);

Wektor<float> predkosc(3.0f, 2.0f, 1.0f);
float masa = 5.0f;

bool wiezy = true;
PktMat<float> czastka(polozenie, predkosc, masa, w iezy);

Jest to rbwnowane zapisowi:

PktMat<float> czastka(1.0f, 2.0f, 3.0f, 3.0f, 2.0f, 1.0f,
5.0f, true);

A takze:

float tablical[] = {1.0f, 2.0f, 3.0f};
float tablica2[] = {3.0f, 2.0f, 1.0f};
PktMat<float> czastka(tablical, tablica2, 5.0f, tr ue);

Domysiny konstruktor tworzy cxstke znajdujca sie w pocatku uktadu wspotrgdnych,

spoczywajca, 0 jednostkowej masie i beadnych wgzow.

3.2.1. Metody dosgpu do informacji o czastce

Zmiana parametrow opisigych punkt materialny niiwa jest przez gycie funkcji
skltadowejSet . Jej pierwszy argument jest stadentyfikujaca parametr punktu
materialnego, ktory chcemy zmodyfikogvdslobalne state identyfikage zmieniane

parametry toCURR_PO&tory oznacza aktualne pafenie, PREV_POS- potazenie w
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chwili poprzedniejVEL — prdkos¢ czastki, MASS- je] mag, CONS- informacja o wgzach.
Drugim argumentem jest nowa wait@rzypisywana modyfikowanemu parametrowi.
PktMat<float> czastka,
czastka.Set(CURR_POS, 1.0f, 2.0f, 3.0f);
czastka.Set(PREV_POS, 0.0f, 1.0f, 2.0f);

czastka.Set(MASS, 2.0f);
czastka.Set(CONS, false);

W przypadku jednoczesnego ustalania petoa i pedkaosci, tak jak w konstruktorze obiektu,
zamiast trzech liczb nioa wy¢ tréjelementowej tablicy lub instancji kla®yektor .

Informacg, o stanie poszczegoélnych parametréwzneouzyska korzystajc z funkcji
sktadowejGet . Podobnie jak w przypadku funk&et jej pierwszym parametrem jest stata
identyfikujaca parametr, ktGrego wagtoma by pobrana. Poleenie i pedkos¢ mog zosta
zwrdcone jako wektory lub tablice wspdaidnych.

Wektor<float> polozenie = czastka.Get(CURR_PQOS);

float tablica[3];
czastka.Get(VEL, tablica);

Do pozyskania masy lub informacji oa@ach naley uzy¢ innych funkcji. § nimi GetMass
zwracajca mas molekuty ilsHanged informujaca czy jest ona nieruchoma wadgm
uktadu odniesienia.

float masa = czastka.GetMass();
bool wiezy = czastka.lsHanged();

3.2.2. Implementacja metod numerycznych w klasie piktu materialnego

W klasiePktMat zostaty zaimplementowane dwie proste metody nuozesy. S to
metoda Eulera i Verleta. Ich opis znajdujewirozdziale drugim. Algorytmy te zostaty
wykorzystane w funkcjact8tepForwardEuler I StepForwardVerlet . Obliczap
one potaenie castki, po uptywie czasu podawanego jako argumerkduinDodatkowo jako
argument wywotania funkcja przyjmuje wektor przyszenia dziatagego na punkt
materialny.

Wektor<float> przyspieszenie(1.0f, 1.0f, 1.0f);

czastka.StepForwardEuler(przyspieszenie, 0.1f);
czastka.StepForwardVerlet(przyspieszenie, 0.1f);

Ponizej znajduj si¢ listingi przedstawiajce poszczego6lne metody numeryczne. Listing 1
prezentuje metadStepForwardEuler odpowiedzialg za realizag kroku czasowego w

metodzie Eulera.
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Listing 1. Metoda realizaga krok czasowy w metodzie Eulera

template<class type>
void PktMat<type>::StepForwardEuler(const Wektor<ty pe> &a, type dt)

{
prev_pos = curr_paos;
Wektor<type> tmp = velocity + a * dt;
velocity = tmp;
tmp = curr_pos + velocity * dt;
curr_pos = tmp;

}

W pierwszym etapie dziatania funkcji w zmiennejgmtaowujcej poprzednie pofenie
czastki zapisywana jest bigca pozycja (w chwili wywotania metody). Naghie korzystajc
ze wzoru (8) na podstawiegplkosci pocatkowej, przyspieszenia i kroku czasowego
obliczana jest wartg predkosci. Nastpnie analogicznie, na podstawie paaia
poczatkowego, obliczonej w poprzedniej linii kodugdkosci i interwatu czasowego
uaktualniana jest warké potozenia zgodnie ze wzorem (7).

Metoda widoczna w listingu 2 to implementacja ajgmu Verleta. Jest to algorytm
trojpunktowym, dlatego w pierwszym kroku symulamjiuszeni jesteny do korzystania ze
zwykiego algorytmy Eulera.

Listing 2. Metoda realizaga krok czasowy w metodzie Verleta

template<class type>
void PktMat<type>::StepForwardVerlet(const Wektor< type> &a, type dt)

{
type dwa = 2.0;
if(curr_pos == prev_pos)
StepForwardEuler(a, dt);
else

{
Wektor<type> tmp = (curr_pos*dwa) - p rev_pos + (a*dtxdt);
prev_pos = curr_pos;
curr_pos = tmp;
velocity = curr_pos - prev_pos * (1/(2*dt));
}
}

Informacja o poprzednim pateniu (rev_pos ) punktu, ktog w metodzie
StepForwardEuler zapisywalimy w polach klasyktMat przygotowana zostata
wiasnie na potrzeby powgzej implementacji metody Verletasli@vynik poréwnania
potozenia poprzedniego i aktualnego jest prawdziwy, wywana jest funkcja
odpowiadajca metodzie Eulera. W ten sposéb obliczangotrzebne wartei startowe
metody Verleta. Kolejne instrukcje implementwzory (53) i (55).

Powyzsze metodyssalgorytmami jednokrokowymi. Znajord@przyspieszenia
dziatapcego na czstke w chwili wywotania funkcji jest wystarczgga do wyznaczenia
potozenia punktu w chwili nagpnej: x(to+ At). Pozostate metody opisane w rozdziale drugim:

Rungego-Kutty drugiego i czwartegadu oraz Stoermerag snetodami wielokrokowymi.
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Do obliczenia kolejnego patenia wymagaj kilkukrotnego wyznaczania przyspieszenia
dziatapcego na danczstke. Z tego powodu implementacje tych metod znajdig

pozostatych klasigbPktMat . Doktadniejsze wyjgnienie znajduje giw czsci 3.3.1.

3.3. Zbiér punktéw materialnych
ZbPktMat (zbior punktow materialnych) jest kolejnym szatdonklasy
abstrakcyjnej. Oznacza tze nie mana utworzy obiektu lzdacego instangj konkretyzacji
tej klasy. Jej zadaniem jest stworzenie fundamdtaiklas pochodnych implemendaych
konkretne symulowane modele. Definiuje ona zbidrigpdw materialnych reprezentowanych
przez obiekty klasyPktMat . Przechowuje tate informacje o przyspieszeniach i sitach
dziatapcych na kada z czstek z tego zbioru. Dodatkavinformacp przechowywagw
klasie jest nazwa aktualnieéywanego algorytmu numerycznego, za poarktérego
wyznaczane jest patenie molekuty wszystkich punktow neghej kolejnej chwili czasu.
Metody dostpu do informaciji opisucych kada z castek zbioru g takie same jak w
przypadku obiektéw klasktMat . Jedyn réznica w wywotaniu tych funkcji jest ich
dodatkowy argumenteblacy liczlba catkowita, okreslajacy numer czstki w zbiorze. Dla
przyktadowej klasy dziedzigzejprzyklad sktadajcej sk z pieciu punktow materialnych
uzycie tych funkcji mae by¢ nastpujace:
przyklad<float> x(RK4);
x.Set(VEL, 2, 1.0f, 1.0f, 1.0f);

wektor<float> pozycjadczastki = x.Get(CURR_POS, 3) ;
bool wiezy4czastki = IsHanged(3);//cz astkis a numerowane od zera

3.3.1. Implementacja metod numerycznych w klasigbPkt Mat

W klasie zaimplementowane zostaty wszystkie metagiyeryczne opisane w
rozdziale drugim. Nale do nich algorytmy: Eulera, Verleta, Stoermera, ago-Kutty
drugiego i czwartego edu. Podczas tworzenia obiektu klasy dziedaier obowazkowym
argumentem konstruktora jest stata identyfikaj metod uzywam do rozwhzywania réwna
ruchu uktadu. Metoglte wybiera s¢ podajc jako argument jeden z elementéw typu
wyliczeniowegoEULER VERLET, STOERNMRK2, RK4. Po utworzeniu obiektu moa
zmienk metod przydzielor uktadowi podczas konstrukcji. Siydo tego funkcjé&et
wywotywana z argumentandiLG oznaczajcym zmiar algorytmu i elementem povig;

wymienionego typu okiajacym dany algorytm.

X.Set(ALG, RK4);
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Powoduje to jednak znaczny skok rozpiesci obliczen, a w rezultacie zatamanie;si
symulacji. FunkcjétepForward dokonugca obliczé wywotywana jest tylko z jednym

argumentem: krokiem czasowym metody glarej w powy:szy sposob, np.

x.StepForward(0.1f);

Implementacja algorytmow Eulera i Verleta w klaaioru punktéw materialnych
sprowadza sido wywotania odpowiednich metod w obiektackidego punktu materialnego
zbioru wchodzacego w sktad modelu (listing 3).

Listing 3. Funkcje realizare krok czasowy metodami Eulera i Verleta dla widgk

czastek ze zbioru

template<class type>
void ZbPktMat<type>::StepForwardEuler(type dt)

CalculateForces();
for(int i=0; i<size; i++)
collection[i].StepForwardEuler(acceleration s[i], dt);
}

template<class type>
void ZbPktMat<type>::StepForwardVerlet(type dt)

CalculateForces();
for(int i=0; i<size; i++)
collection[i].StepForwardVerlet(acceleratio nsli], dt);
}

Pozostate metody nie mogty byaimplementowane w ten sposob. Ograniczenie polega
tym, ze przyspieszenie dziaige na czstke nie mogto by podane jako argument wywotania
funkcji metody numerycznej. Pozostate trzy metodgneryczne wymagajwigcej niz
jednego wyznaczenia sit dziadaych na punkty materialne. Zadanie to realizowaseprzy
pomocy funkcjiCalculateForces , ktéra musi by zaimplementowana w keej klasie
pochodnej. Innym rozwzaniem mogtoby byyzamieszczenie wszystkich metod
numerycznych w klasiBktMat , tak jak w przypadku algorytméw Eulera i Verledaunkcja
obliczapca przyspieszenia przekazywana byta by przez imskaRodzi to jednak problem z
aktualizacy tablicy przyspiesaebedaca czescia klasyZbPktMat . Spowodowatoby to
zazbienie st klasPktMat i ZbPktMat , podczas gdy zatenie wsgpne polegato na
utworzeniu zbioru punktow z elementow kldgtMat i zachowaniu pewnej
hierarchii(plikbw programu i klas). 2yte rozwizanie zachowuje przejrzystczytelr i tatwa
do zrozumienia struktamprogramu jak i progtimplementagj metod numerycznych.
Funkcja dla niektorych algorytmow jest wywotywangeej niz raz w cagu kroku
czasowego. Kod poszczego6lnych metod zostat zanziesyqoniej.

Listing 4. Funkcja realizgra krok czasowy metadstoermera
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template<class type>
void ZbPktMat<type>::StepForwardStoerm(type dt)
{

int substeps = 10;

type h = dt / substeps;

type halfh = 0.5 * h;

type two = 2.0;

Cal cul at eForces();
for(inti = 0; i < Count(); i++)

{
Wektor<type> nowPosition = Get(CURR_POS ,0);
Set(PREV_POS, i, nowPosition);
Wektor<type> tmp = nowPosition + h * (G et(VEL, i) + halfh

* accelerationsli]);
Set(CURR_POS, i, tmp);
}

Cal cul at eForces();
for(intj = 1; j < substeps - 1; j++)

for(int i = 0; i < Count(); i++)

{
Wektor<type> nowPosition = Get( CURR_POS,; i);
Wektor<type> tmp = two * nowPos ition -

Get(PREV_POS, i) + h * h * accelerations]i];

Set(PREV_POQOS, i, nowPosition);
Set(CURR_POS, i, tmp);

}

Cal cul at eForces();

for(int i =0; i <Count(); i++)
{
Wektor<type> nowPosition = Get(CURR_POS ,0);
Wektor<type> tmp = two * nowPosition - Get(PREV_POS, i) +
h * h * accelerations]i];
Set(PREV_POQOS, i, nowPosition);
Set(CURR_POS, i, tmp);
tmp = (Get(CURR_POS, i) - Get(PREV_POS, i)) / h + halfh *
accelerationsii];
Set(VEL, i, tmp);
}
}

FunkcjaCalculateForces , obliczapca sity wypadkowe dzialage na poszczegdlne
czastki uktadu jest wywotywana na patku metody oraz po kalej zmianie potgen w
trakcie jej dziatania, tj. po kdym przebiegu ¢li odpowiadajcym kolejnym krokom metody

(implementacja wzoréw 43 i 45).

Listing 4. Funkcja realizgga krok czasowy metadRungego-Kutty drugiego ¢du

template<class type>
void ZbPktMat<type>::StepForwardRK2(type dt)

Wektor<type>* prev_vel = new Wektor<type>[Count 01;
type half = 0.5;
Cal cul at eForces();
for(inti = 0; i < Count(); i++)//k1
{
Wektor<type> PositionNow = Get(CURR_POS )
Set(PREV_POS, i, PositionNow);
Wektor<type> VelocityNow = Get(VEL, i);
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prev_vel[i] = VelocityNow;

Wektor<type> k1 = dt * VelocityNow;
Wektor<type> tmp = PositionNow + half *
Set(CURR_POS, i, tmp);

k1 = dt * accelerations]i];
tmp = VelocityNow + half * k1;
Set(VEL, i, tmp);

Cal cul at eForces();
for(int i = 0; i < Count(); i++)

{

}

Wektor<type> k2 = dt * Get(VEL, i);
Wektor<type> tmp = Get(PREV_POS, i) + k
Set(CURR_POS, i, tmp);

k2= dt * accelerations]i];
tmp = prev_vel[i] + k2;
Set(VEL, i, tmp);

delete [] prev_vel;

ki;

W implementacji algorytmu Runge-Kutty drugiegeda (listing 4)CalculateForces

wywotywana jest dwa razy. Sty, zgodnie z algorytmem opisanym w rozdziale drygim

obliczania wspotczynnikdw wyznaczaaych wartdci potazenia i pedkosci po uptywie

okreslonego czasu. Dynamicznie utworzona tabpoav_vel

jest odpowiednikiem

wartasci prev_pos z klasyPktMat , stuzy bowiem do przechowywaniaqakosci czastek z

poprzedniej fazy obliczemetody.

Listing 5. Funkcja realizaga krok czasowy metadRungego-Kutty czwartego ¢du

template<class type>
void ZbPktMat<type>::StepForwardRK4(type dt)

{

type half = 0.5;
type two = 2.0;
type one_by six =1.0/6.0;

Wektor<type>* sum_kv = new Wektor<type>[Count()
Wektor<type>* sum_kr = new Wektor<type>[Count()
Wektor<type>* prev_vel = new Wektor<type>[Count

Cal cul at eForces();
for(inti = 0; i < Count(); i++)

{

Wektor<type> tmp = Get(CURR_POS, i);
Set(PREV_POS, i, tmp);

tmp = Get(VEL, i);

prev_vel[i] = tmp;

Wektor<type> k1 = dt * Get(VEL, i);

sum_kr[i] = k1,

tmp = Get(PREV_POS, i) + half * k1,
Set(CURR_POS, i, tmp);

k1 = dt * accelerations]i];
sum_kv[i] = k1;
tmp = prev_vel[i] + half * k1;
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Set(VEL, i, tmp);

Cal cul at eForces(); //dlayn + k1/2
for(int i =0; i < Count(); i++)
{
Wektor<type> k2 = dt * Get(VEL, i);
sum_kr[i] += (two * k2);
Wektor<type> tmp = Get(PREV_POS, i) + half * k2;
Set(CURR_POS, i, tmp);

k2 = dt * accelerationsi];
sum_kv[i] += (two * k2);
tmp = prev_vel[i] + half * k2;
Set(VEL, i, tmp);
}
Cal cul at eFor ces() ; //oblicza f(yn + k2/2)
for(inti =0; i < Count(); i++)

{
Wektor<type> k3 = dt * Get(VEL, i);//h * f(yn + k2/2)
sum_kr[i] += (two * k3);
Wektor<type> tmp = Get(PREV_POS, i) + k 3;

Set(CURR_POS, i, tmp);

k3 = dt * accelerations]i];
sum_kv[i] += (two * k3);
tmp = prev_vel[i] + k3;
Set(VEL, i, tmp);

}

Cal cul at eForces();
for(int i = 0; i < Count(); i++)

{
Wektor<type> k4 = dt * Get(VEL, i);
sum_kr[i] += k4;
Wektor<type> tmp = Get(PREV_POS, i) + 0 ne_by six *

sum_krJi];

Set(CURR_POS, i, tmp);

k4 = dt * accelerations]i];
sum_kv[i] += k4;
tmp = prev_vel[i] + one_by six * sum_kv [il;
Set(VEL, i, tmp);
}

delete [] sum_kv;
delete [] sum_kr;
delete [] prev_vel;

}

W przypadku metody Runge-Kutty czwartegedu liczba wywota funkcji
CalculateForces rosnie do czterech, analogicznie do metody MidPoirynd@mnicznie
utworzone na poatku funkcji tablicesum_kr i sum_kv stuza do przechowywania sum

poszczegolnych wspoétczynnikéw k dla padaia i pedkosci (zob. wzor 25).
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3.3.2. Klasy rozszerzajce szablorzbPkt Mat — implementacje przyktadowych modeli
W ramach projektu zostato utworzonych kilka klastpodnych wzgidem
ZbPktMat (ich opis znajduje giponizej). Projekt jest otwarty i unitiwia tworzenie

wiasnych klas implementagych r&nego typu uktady fizyczne.

3.3.2.1. Swobodne punkty
UnboundedPionts  (swobodne punkty) jest najprosiddasy dziedzicaca z klasy
ZbPktMat . Modelowany przez niuktad sklada giz okr&lonej w momencie tworzenia

obiektu ilasci punktow materialnych o jednostkowej masiezolwych w rzdzie wzdhi osix.

| ; T = 15e : e 1= e
L Niibotimded Poinie = |0} hﬁ L Mt dediointe = | \_ﬁ

[ : 7 T e [ ] s = e
L Niibotided Poinie = |0} hﬁ L Mt dediointe = | \_ﬁ

Rys. 4. Punkty materialne z dzialeymi na nie sitami proporcjonalnymi do ich paémia w szeregu

Klasa ta pozwolita na przeprowadzenie podstawovigstow implementacji metod
numerycznych i ich ocerza pomog wizualizacji przygotowanej w OpenGL. Symulacja
pokazuje naturalnie;e castki o wigkszym przyspieszeniu spadagzybciej. Kod klasy

realizupcy powyzszy ukitad przedstawiony jest na listingu 6.
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Listing 6. Konstruktor klas¥nboundedPoints i funkcjaCalculateForces tej klasy

template<class type>
UnboundedPoints<type>::UnboundedPoints(algorithms a lg, int size) :
ZbPktMat<type>(size)

Set(ALG, alg);

for(int i=1; i<Count(); i++)
Set(CURR_POS, i, i, 0.0, 0.0);
Set(PREV_POS, i, i, 0.0, 0.0);
Set(VEL, i, 0.0, 0.0, 0.0);

}
}

template<class type>
void UnboundedPoints<type>::CalculateForces()

for(inti = 0; i < Count(); i++)
accelerations[i].Set(0.0, -0.1%, 0.0);
}

Kazda czastka ma state przyspieszenie proporcjonalne do nujagindeksu w zbiorze

punktéw materialnych.

3.3.2.2. taicuch oscylatorow

Kolejna klasy rozszerzajca ZbPktMat jest klasaDscilators . Podobnie, jak w
poprzednim modelu @ztki utazone g w rzedzie wzdhi osix. Jednak tym razem kda
czastka uktadu oddziatuje z dwomasgednimi sih harmonicza, tj. wprost proporcjonaindo
wychylenia z poteenia rownowagidx o wspotczynniku proporcjonaldc zadanym przez

stah sprzystasci k:

F = -k [AX (63)

Na ponkszych rysunkach przedstawione zostaty wyniki syjylev ktorej ostatniej castce
nadawana zostata patkowa prdkos¢ 2.0. Zmieniana byta stata spystasci. W pierwszym
przypadku réwna 1.0, a w drugim 0.1.
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Rys. 5. tacuch oscylatorow w pof@niu rownowagi i w ruchu. Stata ggystasci wynosi 1.0

[ = [ o = e
W ECTiEiorns: = || _“;ﬁ W EeTiEiors: = | _“'_ﬁ

Rys. 6. Lacuch oscylatorow w ruchu. Stata spystasci 0.1

Zmiana statej speystasci na mniejsz powoduje rozlaunienie s¢ wigzan migdzy punktami.

W konsekwencji ,péniej” reaguj one na zmianpozycji swoich gsiadéw. Caty tacuch

oscylatoréw rozeiga st i sciska w wikszej skali nt w przypadku dizej statej spgzystacsci.
Konstruktor obiektu klas@scilators jest podobny do konstruktora klasy

UnboundedPoints

Listing 7. Konstruktor klasy modehgej zbior oscylatorow

template<class type>

Oscilators<type>::Oscilators(algorithms alg, int si ze, type inc, type
elst, type X, type y, type z) : ZbPktMat<type>(size
{

Set(ALG, alg);

increment = inc;

elasticity = elst;

for(int i=0; i<Count(); i++)

{
Set(CURR_POS, i, increment*i+x, y, z);
Set(PREV_POS, i, increment*i+x, y, z);
Set(VEL, i, 0.0, 0.0, 0.0);
Set(MASS, i, 1.0);

}

Set(CONS, 0, true); }
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Przyjmuje jednak kilka nowych argumentéw. dta okrgli¢ odlegtadci miedzy oscylugcymi
punktami (domyinie wartg¢ 2.0), zdefiniowa stah sprzystasci (domyéslnie 1.0) i
poczatkowe potaenie pierwszej estki modelu (doméinie srodek uktadu wspétednych).
Rzeczywisi roznice stanowi jednak funkcja sktadowa wyznaegzaj sity dziatajce na castki
(listing 8).

Listing 8. Funkcja wyznaczaga sity dziatajce na castki w klasieOscilators

template<class type>

void Oscilators<type>::CalculateForces()

{
/[const type attenuationConstant=0.1;
const type springConstant = elasticity;
const type equilibriumPoint = increment;
for(int i=0;i<Count();i++)

if (IsHanged(i)) continue;
forces]i].Set(0.0, 0.0, 0.0);

Wektor<type> tmp = Get(CURR_POS, i);
if (i>0)//do lewego

Wektor<type> distance =tmp - G et(CURR_POS, i-1);
forces][i] += -distance.Unit() *
(distance.Length() - equilibriumPoint) * springCons tant;

}
if (ixCount()-1)//do prawego
{

Wektor<type> distance =tmp - G et(CURR_PQOS, i+1);
forces][i] += -distance.Unit() *
(distance.Length() - equilibriumPoint) * springCons tant;
[fforces]i] += Get(VEL, i) * -attenuati onConstant;
accelerations]i] = forces][i] / GetMass( i);

}
}

Obliczana w tej metodzie sita jest wypadkoaddziatywania z dwomasiadami z lewej i
prawej strony, oczywcie o ile tacy istnig. Mozemy natay¢ na poszczegolne gztki wiezy
— nalery polu klasyPktMat o nazwieconstraints nad& wartas¢ true — wowczas sity
dziatapce na 4 czastke nie s wyznaczane. Zakomentowany w listingu 8 fragmeriko

odpowiedzialny jest za ttumienie dfga

3.3.2.3. Siatka

Klasa podobn do taacucha oscylatorow jest klaséesh — implementuje
dwuwymiarowy siatke drgapcych punktéw. Konstruag obiekt poza wyborem algorytmu
maozna zmiend domyélng wartas¢ 10 castek w jednym rzdzie kwadratowej siatki, a ta&
odlegtas¢ miedzy punktami. Cgstki oddziatug z punktami gsiednimi zaréwno z lewej i

prawej strony jak i gory, dotu, a tak znajdujcych st po przektnych. Oddziatywanie to jest
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takie samo jak w przypadku opisanym w&Hej tj. castki zwigzane g sitami

harmonicznymi.

-WJ_-I_':JJIJ _J_JL_j

Rys. 7. Siatka nieruchoma w rzucie z gory

Zaburzenie w siatce generowane jest przez nadagd&gci poczitkowej jednemu lub kilku
punktom, z ktérych sktadaesmodel. W przypadkach pokazanych na psmych rysunkach

predkos¢ nadawana poszczegoélnym punktom wynosita 1.0 rekiana pionowo w gér

L et _J _JL_j L e _J _JJ‘

Rys. 8. Zaburzenie rozchagz st od lewego rogu. Stata syaystasci rowna 1.0

Zmiana statej speystasci w sile, z jalg oddziatuj z sola czastki uktadu powoduje inn
predkos¢ rozchodzenia gizaburzenia w siatce, a takamplitu@ drgar. Zmniejszenie tej

wartasci o potowe powoduje znaczne zmiany w przebiegu symulaciji.
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Rys. 9. Zaburzenie rozchagz sg z centralnego punktu modelu. Stataggpstosci wynosi 0.5

Konstruktor dziata podobnie jak w klasach opisdngoprzednio. Oki&any jest
zatem algorytm numeryczny, wymiar siatki, wspotazrsprzystasci oraz potaenie
pierwszego punktu uktadu. Konstruktor z podanejesaie] ilosci punktow formuje siatkw

ksztatcie kwadratu.

Listing 9. Konstruktor tworgcy siatke dwuwymiarowg oscylatorow

template<class type>
Mesh<type>::Mesh(algorithms alg, int dim, type inc, type elst, type
X, type y, type z) : ZbPktMat<type>(dim*dim)
{

Set(ALG, alg);

dimension = dim;

increment = inc;

elasticity = elst;

int index = 0;

for(int i=0; i<dimension; i++)

for(int j=0; j<dimension; j++)

Set(CURR_POS, index, increment*j+x, 0.0+y, -
increment*i+z);
Set(PREV_POS, index, increment*j+x, 0.0+y, -

increment*i+z);

Set(VEL, index, 0.0, 0.0, 0.0);

Set(MASS, index, 1);

if(i==0 || i==(dimension-1) || j==0 || ==(dimension-
1))

Set(CONS, index, true);

index++;

Sita dziatajca na czstke, podobnie jak w przypadku oscylatoréw, wyznaczasa
dla wszystkich punktéw poza tymi, na ktére rahoe g wiezy potazenia. Ranica w
stosunku do oscylatoréw jest takae,oddziatywanie liczone jest ze wszystkimi punktami

bezpdrednio powazanymi z daa czastka, a nie tylko dwomassiadami.
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3.3.2.4. Lina

KlasaRope (Lina) jest modelem skladajym sk z punktow materialnych
pofaczonych ze sapsitami spezystymi. Na wszystkie estki poza pierwsg, ktora jest
punktem zaczepienia liny, pozaasitypadkowa pochodzca od sisiadow dziata tate sita
grawitacji skierowana rownolegle do waitoujemnych osy. Podobnie jak w poprzednich
klasach rozszerzgjych klag ZbPktMat za pomog argumentéw konstruktora zmiéni
maozna ilos¢ punktow, z ktorych zbudowany jest uktad (dainie 10) whczapc w to punkt

zaczepienia.

Rys. 10. Pocgtkowe potaenie liny

Pocatek symulacji to lina utbona poziomo (rys. 10). Wszystkieastki znajdug si¢ w
potozeniach réwnowagi wobec swoichstadow. Masa kalej czistki wynosi 0.1, a odlego
migdzy nimi to 0.5. Stata sgrystasci k oddziatywania czstek na siebie jest rowna 200, a
stata ttumienngéci drgax sprzystych 0.3. Na wszystkie punkty liny dziata sitawgitacji, a
wiasciwie przyspieszenie ziemskie rowne 9.81. Podcpasiania liny wida jak grawitacja
dziata na wszystkie gstki, a take jak powazanie z punktem zaczepienia zakrzywia tor
opadagcych punktow sktadagych sk na lire (por. rys. 11). Widadrgania spowodowane

sitami harmonicznymi.
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Rys. 11. Fazy opadania liny

Po sttumieniu oscylacji naggie liny (odlegtéci pomkdzy poszczegoinymi punktami) zaje
od odlegtdci od punktu zaczepienia. Punkty blisko punktu epéania g bardziej oddalone
ze wzgkdu na cgzar punktow ,podczepionych do nich” (rys. 12). Limazciaga s¢” pod

witasnym cezarem.

Rys. 12. Wiszca lina

Konstruktor klasyRope jest podobny do tych, z opisanychagyklas. Jego argumenty s
identyczny, jak w przypadku klasy implemenfttgj model sprgzonych oscylatorow (listing
10).

Listing 10. Konstruktor liny

template<class type>
Rope<type>::Rope(algorithms alg, int size, type x, typey, type z) :
ZbPktMat<type>(size)
Set(ALG, alg);
increment = 0.5;
type dx = increment;
for(int i=0; i<Count(); i++)

Set(CURR_POS, i, x+dx*i, y, z);
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Set(PREV_POS, i, x+dx*i, y, z);
Set(VEL, i, 0.0, 0.0, 0.0);
Set(MASS, i, 0.3);

}
Set(CONS, 0, true);
}

Roéwniez metodaCalculateForces jest podobna do tej, z klasy oscylatorow, z tyen,

oprécz sit spgzystych i ttumienia dodana zostata sita grawitaggtifg 11).

Listing 11. Metoda obliczaga sity dziatajce na kada czastke liny

template<class type>
void Rope<type>::CalculateForces()

/Istale fizyczne
const type springConstant=200.0;
const type attenuationConstant=0.3;
const type equilibriumPoint=increment;
const Wektor<type> gravitationalConstant(0.0, - 9.81, 0.0);
/lobliczanie sil
for(int i=0;i<Count();i++)
{
if (IsHanged(i)) continue;
forces]i].Set(0.0, 0.0, 0.0);
Wektor<type> distance(0.0, 0.0, 0.0);
Wektor<type> tmp = Get(CURR_POS, i);

if (i > 0)//oddzialywanie z lewym sasia dem
distance = tmp - Get(CURR_POS, i-1);
forces]i] += -distance.Unit() *

(distance.Length() - equilibriumPoint) * GetMass(i) * springConstant;

if (i < Count() - 1)//oddzialywanie z p rawym sasiadem
distance = tmp - Get(CURR_POS, i+1);
forces]i] += -distance.Unit() *

(distance.Length() - equilibriumPoint) * GetMass(i) * springConstant;
forces][i] += Get(VEL, i) * -attenuation Constant;
accelerations]i] = forces][i] / GetMass( i);
accelerations]i] += gravitationalConsta nt;

}

Lina jest pierwszym modelem, w ktorym przygotowgmgeze mnie kod zostakyty do
nietrywialnego obiektu magego symulowarzeczywisty uktad. Efekt jest bardzo
zadowalajcy — wynik symulacji dobrze oddaje ruch prawdziViy w osrodku. Bez trudu
mozna powysz klass zmodyfikowa tak, aby modelowata ruch wtoséw lub trawy — to
standardowe juproblemy symulowane na przyktad przy produkcjnfiwv animowanych
komputerowo. Po raz pierwszy szerokiej publicanpodobny efekt pokazany zostat badaj

w filmach Shrek 2 i Epoka Lodowcowa 2, czyli catkimiedawno. Oczywcie tam
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symulowany byt nie jeden wios, a tyse. Jednak przy produkcji flmow symulacja nie

odbywa s¢ w czasie rzeczywistym — jedna klatkazady¢ renderowana godzinami.

3.3.2.5. Castki oddziatujace na siebie potencjatem Morse’a.

W ostatnim zagadnieniu uczynitem ukton w stratynamiki molekularnej, ktéra byta
jedm z inspiracji do przygotowania omawianego projekllasaMorse implementuje
model, w ktorym castki oddziatuj na siebie zgodnie z potencjatem Morse’a [15, 16] —
standardowy model oddziatywaniaastek odpychajcych sg, gdy s bardzo blisko i

przyciagajcych sg, gdy & dalej. Oddziatywaniegty do zera przy odlegéoi zwigkszapcej
si¢ do nieskdczondgci. Potencjat Morse’a zadany jest wzorem:

V(x) = DH1-expFbi{x-x,)]"} -1,

(64)
zatem sita dana jest przez:

F(x) =-V'(x) = 2D exp[b{x—Xx,)] I-1lexp[-b{{x — x,)]} ,

(65)
gdzie:D — oznacza gbokas¢ studni potencjatux — odlegté¢ miedzy czastkami,xo — punkt
rownowagi, & — jest zdefiniowane jako:

k
=, 66
5D (66)
gdziek — stata sitowa wizania.
Vi
Lo
[
I [
o5t |
L
|
II| 1 1 1 1 !
\ a 4 & & L
-0.5 :— II|I A -
[ x /
-1k -

Wyk. 1. Wykres potencjatu Morse’a. Dane do wykreBual, k=1, x,=2, b=0.7
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Foaf

1.0
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Wyk. 2. Wykres sity. Dane jak w wyk. 1

Pocatkowo czstki w modelu utaone g w szdcian. Po chwili sity, z jakimi na siebie
dziatap formuja je w pulsujca kule. Powstaty twér mena prébowéa bombardowé czastka i
testowa czy da s w ten sposéb wybijedra z molekut uktadu. Sytuacja taka symulowana

jest za pomagobiektu klasyMorse . Na listingu 12 przedstawiony jest konstruktorsila
modelujcej powyzej opisany ukiad.

Listing 12. Konstruktor klasiorse .
template<class type>

Morse<type>::Morse(algorithms alg, type D, type k, type x0) :
ZbPktMat<type>(28)
{

Set(ALG, alg);

DepthWellConstant = D;

BondForceConstant = k;

EquilibriumBondConstant = x0;
type inc = 0.5;

int index = 0;
for(int k = 0; k < 3; k++)

for(inti=0;i<3;i++)
for(intj=0;j < 3; j++)
Set(CURR_POS, index, inc#j,
Set(PREV_POS, index, inc*j,

inc*i, inc*k);
inc*i, inc*k);
Set(MASS, index, 1.0);
index++;

Ylcube
//bullet

Set(CURR_POS, Count()-1, -10, 0.0, 0.0);

Set(PREV_POS, Count()-1, -10, 0.0, 0.0);
Set(MASS, Count()-1, 1.0);
}

Argumentami konstruktora poza okieniem metody numerycznep takie wielkdci jak

gtebokas¢ studni potencjatu (dondinie ustawiona na wargé 1.0), stata wizania

miedzyczsteczkowego (domdinie 0.5) oraz odlegké miedzy punktami, dla ktorej potencjat
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przyjmuje warté¢ minimalm (domyélnie 0.5). Sita dziataca na kada z castek uktadu

obliczana jest na podstawie wzoru (65) przez fupkdjstingu 13.

Listing 13. Funkcja obliczaga sity dziatajce na castki w klasieMorse

template<class type>
void Morse<type>::CalculateForces()
{
const type D = DepthWellConstant;
const type b = sgrt(BondForceConstant / (2.0*De pthWellConstant));
const type r0 = EquilibriumBondConstant;
const type dwa = 2;
for(inti = 0; i < Count(); i++)

if(lsHanged(i)) accelerations][i].Set(0. 0, 0.0, 0.0);
else

forces]i].Set(0.0, 0.0, 0.0);

for(int j = 0; j < Count(); j++)

{
if( i ==]) continue;
Wektor<type> tmp=Get(CURR_P 0s, i)-
Get(CURR_POS, j);

type distance = tmp.Length( );

type wyrl = exp(-b*(distanc e-r0));

type wyr2 = -1 + exp(-b*(di stance-r0));

forces][i] += tmp.Unit()*dwa *b*D*wyrl*wyr2;
accelerations]i] = forces][i] / GetMass( i);

}

Rys. 13. Czstki oddziatujice na siebie potencjalem Morse’a bombardowane pogal czastka

Kazda symulacja rozpoczynagakim samym stanem uktadu. Dwadzia siedem
czastek ut@onych poczatkowo w szécian (po trzy castki w linii tworzacej krawedz figury) i
oddalonych od siebie o0 0.3 jednostki disigpjest bombardowane przez molekahajdujca
si¢ po lewej stronie w odlegéai 10 jednostek dtugmi. Masy wszystkich punktowas
jednostkowe. Badana jest reakcja uktadu na udexzmmktem o rinych pedkaosciach

pocatkowych. Podczas symulacji udate gauway¢ tylko dwa zachowania uktadu.
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Pierwsze polegato na wagnieciu pocisku do ukfadu, a drugie na przepuszczeoin g
spowolnieniem lub przyspieszeniem. Wszystkie za@mazachodzity dla takich samych
domysinych warunkéw brzegowych modelu, a zmieniana lbyleo predkos¢ czasteczki

bombardujce;j.

Rys. 14. Przyspieszenieastki i odchylenie jej toru ruchu

Dla matej pedkosci pocisku - 0.5 wraz z jego zbéiniem s¢ do ukladu jest on coraz
bardziej przyspieszany przez oddziatywanie z p@dpsii czystkami, nasipnie przebija i
przez ku¢ i ucieka. Zjawisko to zachodzi tadk dla daych prdkosci (np. 2.0), ale wtedy
przyspieszanie pocisku nie jest dostrzegalne jglowyzszym przypadku. Dla niektorych
predkosci np. 1.0 pocisk po przebiciu uktadu zostaje wybarany i zawrdcony. Tworzy z
pulsupca kula uktad pewnego oscylatora. Zostépeagany dosrodka obiektu, prdkosé
nadana tym sposobem pozwala na przetunelowanieuga strore i sytuacja si powtarza.
Bombardujca castka przenika przez uktad z lewej strony na praadwrotnie. Im dalej jest

od niego pgdkos¢ staje s coraz mniejsza,zado zerowej a nagbnie zawraca.
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4. Testy

Metody numeryczne opisane w rozdziale drugim 2pgtizetestowane pod wzglem
szybkdaci i doktadndci. Pierwszym modelemzytym w testach byty dwa punkty materialne
oddziatywupce na siebie sitami harmonicznymi (sgrane oscylatory). Drugim modelem

byto dzies¢¢ takich punktow ustawionych wgdzie (rys. 18 i 19).

B CLF o, Uusntl 12, Fil - Hoilue = [B|[x] L. \GiForm, OpenGlid 2, F1\-Pomoc A=1E3

Rys. 18. Dwa punkty materialne potone sitami sgzystymi. Potaenie rbwnowagi zaznaczone jest piomaow
kresly

B clLF i, Oy GLL B - Hopfue _J _J L.j B clLF i, Oy GLL B - Hopfue _J _J L_j

Rys. 19. Dziesi¢ punktow oddziatywujcych na swoichssiaddéw sitami harmonicznymi (po lewej w paémiu
réwnowagi, po prawej w ruchu)

Wszystkie testy rozpoczynatykssd wprawienia w ruch ostatniego punktu poprzez
nadanie mu pdkaosci poczitkowej. W probie kadego algorytmu wykonane zostato 1000
krokow czasowych o tej samej didgo Obserwowanymi wielkaciami byty rzeczywisty
czas trwania oblicze(ang.wall time) oraz potaenie kadego punktu w funkcji czasu
(wychylenie z potaéenia réwnowagi). Wykresy tych ostatnich byty pordwane w celu
oceny zbienosci numerycznej algorytmow.

Opisane powsej testy zostaty wykonane dla dwdoch typéw danych

zmiennoprzecinkowych: pojedynczej i podwojnej p@cffloat i double ). Konkretny
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typ danych aywanych byt konsekwentnie w catym kodzie do repnéa€ii wszystkich
zmiennych niezédnych do przeprowadzenia symulacji takich jak peiva punktow,
predkosci, przyspieszenia, masy, sity, wspotczynnikieggstasci, ttumienia, itp. Jest
oczywistym,ze obliczenia ¢ doktadniejsze w przypadku tymlouble , a szybsze w
przypadkufloat . Celem tego testu byto jednak sprawdzenie, czyaygadku symulacji,
ktorych gtdbwnym celem jest prezentacja wynikéw wegstrzeni 3D, obliczenia pojedynczej
precyzji & zadowalajce (biblioteka OpenGL korzysta jedynie z tyffjnat ) oraz czy

roznica pedkaosci jest rzeczywicie istotnie rana.

4.1. Testy zbienosci

Pierwsze testy wykonane zostaty dla jednego osmdat dziatajca na niego si
harmoniczy. W modelu wykorzystano dwa punkty materialne,pdizenie pierwszego z
nich zostato na state zyziane z pocgkiem uktadu wspétranych. Parametry drugiego
punktu to: masa m=1.0, stata gpystasci k=1.0. W ten sposob wynik symulacji ema
porowna z wynikiem analitycznym (zadanym funkgjosgut), gdziew réwna s¢
pierwiastkowi z ilorazu statej sptystaéci k i masy m, w tym wypadkw wynosil) i
wzgledem niego ocefidokiadnd¢ obliczer.. Po nadaniu mu padkosci poczitkowej o
wartasci +1.0 (kierunek osi X, zwrot w prawo) zaczynatylswa: wzgledem pocztku
uktadu wspotrzdnych. Na rysunku 3 pokazano pidoie oscylujcego punktu w funkcji
czasu oraz wynik analityczny. Na rysunku 4 porovengst wychylenie jednej drgajej
czastki z uktadem cgstki oddziatugcej z drug, nieruchom. Latwo mana zauwayc¢, ze

wykresy te pokrywaj sig. Takie same rezultaty otrzymangtezema ranymi sposobami.
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wykres dla interwatu 8.1 pordwnany z wynikien analitycznyn
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Wyk. 3. Wykres wychylenia w funkcji czasu dla: jejlezistki w polu sit — zielony, wynik analityczny
obliczony na podstawie danych symulacji — czerwony

wykres dla interwatu 8.1
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Wyk. 4. Wykres wychylenia w funkcji czasuastki oddziatujcej z drug- nieruchom, poréwnany z
pojedynca oscylupca czastka
Dalsze testy zbigosci polegaty na obserwacji wychyleniaastek z potaenia
rownowagi w zalenaosci od czasu (w modelu dziesiu oscylatorow). Doktadrié kazdej z

metod mierzona byta dla dwoch typéw danyidbat i double |, a take dla r@nych
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interwatdw czasowych. Kroki czasowe nadéy do przedziatu od 0.1 do 1.0 i zmieniaky €0

0.1. Pocztkowa pedkos¢ w kazdej probie byta taka sama jak vt dla jednego punktu i

wynosita 1.0.

Hykres dla interwatu 8.1 {double}

T T
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wychylenie
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188
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Wyk. 5. Wykres zalenosci wychylenia z poteenia rownowagi dla dziegego, ostatniego z oscyhgych
punktoéw.double obliczenia wykonane w podwadjnej precyzji

Dla kroku czasowego 0.1 wszystkie metody zachowysia niemal identycznie. Jest

to widoczne na rysunku 21. Dla tyflaat metoda Verleta wykazuje jednak pewn

osobliwa¢. Po wykonaniu okotodaniuset krokow wyniki zacgy gwattownie s¢ rozbiegé.

(rys. 22).
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Hykres dla interwatu 8.1 {float}
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CZas

Wyk. 6. Nietypowe zachowanie metody Verleta dlaydérreprezentowanych za pomdgpu float

Zjawiska takiego nie zaobserwowano przy obliczem@aowadzonych w podwadjnej precyziji
lub dla nieco innych warunkéw pagkowych (inna pgdkos¢ poczitkowa nadawana ostatniej
czastce). Wyniki otrzymane metad/erleta i Eulera rinia si¢ cyframi na czwartym miejscu
po przecinku. Podoharebieznos¢ wykazup wobec siebie metody Runge-Kutty czwartego
rzedu i Stoermera. Troghwicksz roznice zauway¢é mazna poréwnujc metody powysze z
metody MidPoint. W tym przypadku tdnica w stosunku do povigzych algorytmow jest

rzedu jednej setnej.

Tab. 1. Potaenia dziesitej castki w 680 kroku dla typfioat i interwatu czasowego réwnego 0.1

Metoda Potazenie
Euler 25.7906
Verlet 25.7907
RK4 25.7862
Stoerm 25.7906
RK2 25.8029

Kolejne testy wykonane byty dla stopniowo zkszanego kroku czasowego. Metoda
punktusrodkowego wykazywata coraz gkisz rozbieznos¢. Dla kroku czasowego

trzykrotnie wikszego od pierwszego nagsito catkowite zatamanie sizbieznosci tego
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algorytmu (rys. 23). Nie jest on brany pod uwagzy testach z wkszymi wartdciami kroku
czasowedo.

Hykres dla interwatu 8.3 {float}
280809

T

euler

verlet
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a 58 188 158 288 258 308
CcCzZas

Wyk. 7. Rozbienos¢ metody Runge-Kutty Il rgdu przy kroku czasowym wielkoi 0.3. Wykres wychylenia w

zalezncéci od czasu dla dziegego oscylatora

Metody Eulera i Verleta dla wkszych krokéw czasowych zachowsic podobnie
jak w pierwszym técie. Wyniki zwracane przez niezmia Si¢ migdzy sola nieznacznie. Tak
jak w powyzszym przypadku rnica ta jest zauwalna na czwartym miejscu po przecinku.
Zmienia s¢ jednak ogélny charakter dziatania tych metod vs@idku do pozostatych
bioracych udziat w poréwnaniu. Znagzy roztam w symulacji nagpuje dla kroku 1.0 tj.
dzieskeciokrotnie wikszego od kroku podstawowego w tych testach. Wyyzgpadku dla
metody Verleta tak diy krok powoduje rozbienos¢ na tyle duaa, ze potazenie punktéw staje
sie wiecksze od zakresu liczb zmiennopozycyjnych (zarowiadypufloat jak i double ).
Powoduje to zgtoszeniedalu i zakaczenie programu. Co ciekawe, dla tego kroku metoda
Eulera nadal dziata, chgej wyniki takze s catkowicie niewiarygodne.

Podobnie do powgzych zachowywaty sialgorytmy Stoermera i RK4. Ich wyniki
byly nadal bardzo zbione do siebie. Wraz ze wzrostem widlkidkroku czasowego rezultaty
otrzymywane metagStoermera coraz bardziej oscylowaty wokot wynik@4. Pocawszy
od interwatu wielkéci 0.6 pierwszy z powaszych algorytmow po diszej symulacji

zaczynat sj rozbiegé. Zwigkszanie interwatu powodowato zmniejszanigecaasu
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poprawnego dziatania reguty Stoermera. Metoda Rédada wyniki podobne do

rzeczywistych nawet przy kroku wielkm 1.4.

Tab. 2. Maksymalny krok dla zagadnienia jedneganiéskciu drgajpcych punktow materialnych, przy ktérym
dana metoda zachowuje zies¢

Maksymalny krok
Metoda Jeden Dziesig¢
punkt punktow
Euler 1.8 0.9
MidPoint 0.3 0.2
RK4 1.9 14
Stoerm 0.6 0.6
Verlet 1.8 0.9

Tabela 2 pokazuje, dla jakich maksymalnych diegkroku czasowego poszczegolne metody
zachowug zbieznos¢. Skomplikowanie zagadnienia skragavielkos¢ dla wickszaci
algorytméw. Reguta Stoermera zachowugeveitym przypadku wyjtkowo. Zaréwno dla
jednopunktowego jak i uktadu zonego z dziegtiu castek maksymalny krok czasowy
nadal zachowdgy zbieznos¢ metody jest taki sam.

4.2. Testy dotycgce czasu trwania obliczé

Wynik porébwnania szybkai dziatania poszczegolnych metodina przedstawiw
postaci listy utaonej w kolejndci rosmcych czasow trwania oblicaeRanking algorytmoéw
przedstawia ginastpujaco:

Tab. 3. Czasy trwania obliczella podstawowego kroku czasowego — 0.1

Czasy trwania oblicza
Metoda

fl oat doubl e
1 Euler 25.1 31.1
2 Verleta 29.7 31.4
3 MidPoint 60.8 63.8
4 RK4 139.1 157.6
5 Stoerm 321.6 328.5

Czasy podaneaswv milisekundach. Wartai te zostaty otrzymane w wynikunednienia z

dzieskciu pomiaréw. Kady pomiar to zmierzony czas trwania obligczgsiaca krokow.
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Mozna zauway¢, ze r&znice czaséw pomdzy typemdouble afloat  byty niewielkie,
rzedu kilku milisekund. Reguta Stoermera testowana bylersji, w ktérej wykonywane
byto dzies¢¢ uaktualnié wartasci drugiej pochodnej funkcji pokenia.

tatwo mana zauway¢, ze czasy trwania oblichesa determinowane przez to, ile razy
w ciagu kroku czasowego uaktualniana jest w&rtirugiej pochodnej (obliczana jest sita
wypadkowa dziatajca na kada czastke w danej chwili). Metody Eulera i Verleta
wymagajce tylko jednego wyznaczenia sit wypadkowych oldicdziatap najszybciej. Ich
szybkdaci s3 bardzo zbltone. Metoda Runge-Kutty Il lub inaczej punktodkowego
(MidPoint), obliczagca drug pochodm dwukrotnie, ma czas dwukrotniegkszy od metod z
pozycji pierwszej i drugiej. Analogicznie jest wzgpadku algorytméw Rungego-Kutty
czwartego rzdu (RK4) i Stoermera. Wynik reguty Stoermera w lregjaversji jest
dzieskciokrotnie wikszy od czasu Eulera i Verleta. Metoda ta obliazegdpochodia
dziesk¢ razy. RK4 wymaga czterokrotnej aktualizacji wacisit wypadkowych i zajmuje to
czas okoto czterokrotnie wiszy od metod najszybszych. Waida jest nieco wiksza od
wyniku pomnaenia czasu Eulera lub Verleta przez licziatery.

Przy poréwnywaniu szybkoi algorytmow numerycznych viaa jest nie tyle rinica
czasu trwania oblicZez tym samym krokiem czasowym, co czas trwaniacabliprzy
maksymalnym kroku czasowym, dla ktérego dana medajawiarygodne wyniki. W
przypadku z podstawowego testu zipigci, dla interwatu czasowego rownego 0.1 i 1000
krokow, w rzeczywistéci uzyskuje si 100sekund symulacji (jednostka interwatu czasowego
= sekunda, w tym wypadku 0.1s) . Zgamaksymalne diugai interwatéw, dla ktérych
poszczegblne metody zachowapieznosé (tab. 2) mana poréwnéich efektywne czasy

trwania. Zestawienie tych was znajduje si w tabeli 4.

Tab. 4. Czasy trwania obliczenaksymalnego efektywny czas symulacji dla maksgegd kroku czasowego
kazdej metody

Czasy trwania oblicza Efektywny czas
Metoda

fl oat doubl e symulacji
1 Euler 25 32.7 900
2 Verleta 31.3 314 900
3 MidPoint 62.7 64.1 200
4 RK4 140.6 154.4 1400
5 Stoerm 311.2 328.2 600
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Wyk. 8. Wykresy wychylé dziesatej czstki w funkcji czasu obliczane kda z metod dla rénych krokdw
czasowych (od 0.2 do 0.5 od gory) oraz diany@h typow danyclifpat  po lewej,double po prawej)
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Wyk. 9. Wykresy wychylé dziesitej czstki w funkcji czasu dla interwatow czasowych ofl 8o 0.9 (od

gory), dla typuloat

(po lewej) idouble (po prawej).
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4.3. Podsumowanie

Biorac pod uwag zaréwno szybk& dziatania, jak i zbienos¢ metod mana wybra
odpowiedni do rozwizania zadanego problemu. W zagadnieniu doyah punktéw
opisanym powyej najlepiej prezentowatgalgorytm Runge-Kutty czwartegoedu. Jest on
zbiezny nawet przy diych krokach czasowych, a przy tym obliczenia tejadg zabieraj
stosunkowo mato czasu. Jego efektysénest zatem bardzo da. Pomimo swej prostoty
catkiem dobrze zachowwpic metody Eulera i Verleta. Zachovgugbieznos¢ nawet przy
duzych krokach czasowych (jednak mniejszychwiprzypadku RK4), a przy tymy$ardzo
szybkie. Zdecydowanie najgorzej pod wszystkimi wdgmi prezentuj sic metoda MidPoint
I reguta Stoermera. Pierwsza z nich mimo szybkdziatania jest rozbima ju dla
niewielkich krokéw czasowych. Druga natomiast dinelkich interwatéw daje dobre
wyniki, jednak obliczenia zajmajej zdecydowanie najwcej czasu (dwukrotnie wtej niz

najwolniejsza z pozostatych metod,zadaieseciokrotnie wolniejsza od najszybszej z nich).
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5. Podsumowanie

Kluczem do dobrze przeprowadzonej symulacji koramwej jest wiéciwe
okreslenie modelu uktadu reprezentoggo badane zagadnienie oraz dobranie
odpowiedniej do rozwgzania danego problemu metody numerycznej. W wielu
przypadkach, w ktorych nadmierna dokfagthoie jest potrzebna, a pglana jest
szybkda¢ dziatania (dobrym przyktadena gry komputerowe) warto zrezygnoivae
skomplikowanego, wprawdzie dokladnego, ale za tdzmpowolnego algorytmu na
rzecz prostej i szybkiej, a w nieskomplikowanychadlach take doktadnej i stabilnej
metody Eulera lub Verleta. sligjednak prezentacja skomplikowanego ukfadu w iezas
rzeczywistym z dig czestotliwoscia odkwiezania animacji nie jest konieczna, a liczy
Si¢ precyzja oblicze (tu przyktadem gobliczenia dynamiki molekularnej) lepigj
skorzysta z metody Rungego-Kutty czwartegedn. Warto te zwréc uwag: na
wrazliwos¢ zaréwno uktadu fizycznego, jak i metody numeryg¢zraewarunki
brzegowe symulacji. Nie wszystkie algorytmy (a detavie tylko RK4) nadawaty si
do przeprowadzenia symulacji liny.

Waznym aspektem jest wybor typu danych do reprezentaeikosci
opisupcych parametry symulowanych uktadow. Przeprowadzestiy dowodz, ze w
przypadku prostych zaddtakich jak przedstawione w pracy) tijpat ma
wystarczajca doktadnd¢, a dodatkowo jest typenrzywanym przez bibliotek
graficzra (nie jest potrzebne rzutowanie na inny typ danygskyentujca otrzymane

wyniki w tatwy do interpretacji sposoéb.
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