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Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej

Przestrzenie wektorowe

Przestrzen wektorowa (inaczej - liniowa) to matematyczny twér ztozony ze zbioru obiektéw
zwanych wektorami. Wektory te mozna dodawac do siebie i skalowaé (mnozy¢) przez liczby z
pewnego ciata liczbowego (np. R). Operacjom tym s3 stawiane pewne warunki, np.
przemienno$¢ dodawania. Przestrzen linowa ma zdefiniowane pewne ciato liczbowe, méwi sig,
ze przestrzen jest "nad” tym ciatem.



Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

Kombinacja liniowa

Jezeli vi,vo, ..., v, € V gdzie V to pewna przestrzen wektorowa i wspotczynniki
a1, q,...,a, € F to liczby z ciata F nad ktérym jest przestrzen, to:

n
vV = Z (e
i=1
nazywamy kombinacja liniowa wektoréw vy, vo, ..., v,. Kombinacja liniowa wektoréw jest

takze wektorem.

O 2 wektorach méwimy, ze s3 niezalezne liniowo, jezeli ich kombinacja liniowa moze by¢ réwna
0 tylko jezeli wszystkie wspotczynniki kombinacji s3 réwne 0.



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej

Baza przestrzeni

Bazg przestrzeni V nazywamy dowolny zbiér wektoréw w tej przestrzeni, taki, ze:

e dowolny wektor w V' mozna przedstawié jednoznacznie jako kombinacje liniowa wektoréw
w bazie

e dowolne 2 wektory w bazie s3 niezalezne liniowo

Kazda przestrzen liniowa posiada baze (jedna lub wiecej) i wszystkie bazy danej przestrzeni sa
réwnoliczne. Kardynalno$¢ bazy okrela sie jako wymiar przestrzeni. Oznaczamy dim( V) Np.
przestrzen tréjwymiarowa ma trdjelementowa baze. Przestrzen jest okre$lona (wygenerowana)
przez baze.

Przestrzenie moga mie¢ skonczony badz nieskonczony wymiar. W dalszym ciggu beda
rozwazane skonczeniewymiarowe.



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej
Wspbtrzedne wektora

Jezeli przedstawi sie wektor w bazie (jako kombinacje wektoréw bazowych), otrzyma sie
zestaw wspotczynnikdéw z ciata liczbowego w liczbie réwnej wymiarowi przestrzeni. Jezeli
ustalimy okreslony porzadek wektoréw w bazie, to wspétczynniki beda miaty okreslony
porzadek. Takie uporzadkowane wspétczynniki nazywa sie wspdtrzednymi wektora. Zbioér
wspotczynnikéw wraz z okredleniem bazy jednoznacznie identyfikuje wektor. Wektor za
pomoca wspoétczynnikéw zapisuje sie w taki sposéb: v = [vq, va, ..., vp], gdzie vi ... v, to
kolejne wspotrzedne w przestrzeni n-wymiarowej.

Nalezy pamietad, ze wspdtrzedne wektora maja znaczenie tylko wraz z okresleniem bazy. W 2
réznych bazach ten sam wektor ma rézne wspétrzedne.



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej

Przeksztatcenia liniowe

Przeksztatcenie dziata na jednej przestrzeni V produkujac nowa przestrzen U. Jest to wiec
funkcja f : V — U. Przeksztatcenie liniowe dodatkowo (ze wzgledu na to, ze jest "linowe”)
spetnia warunek:

flav + fu) = af(v)+ Bf(u) Vv e V,ue U

Tak wiec przeksztatcenie zamienia jedna przestrzen na druga. Jezeli przeksztatcenie zamienia
prestrzen na inng o tym samym wymiarze, to rozmiar bazy zachowuje sig, tylko zmieniaja sie
wektory bazowe. A wiec wspotrzedne wektoréw zmieniajg sie. Wektory przestrzeni " zostaja w
miejscu” tylko s3 "widziane z innego punktu widzenia”. Albo, baza "zostaje w miejscu”, a
kazdy wektor przestrzeni zostaje zmieniony.



Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

Macierze przeksztatcen

Podobnie jak wektor mozna przestawi¢ jako jednowymiarowa tablice liczb (wspdtrzednych),
przeksztatcenie liniowe mozna przedstawi¢ jako dwuwymiarowa tablice liczb. Niech f: V — U.
Bazy w przestrzeniach Vi U: {x;}7_; - baza w V, {y;}"; - baza w U. Wéwczas:

F(v) = FOQ_aixi) = > aif (x)
i=1 i=1
f(X,') ey

F(xi) = ajiyi
=



Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]
Macierze przeksztatcen

aj, i=1...n, j=1...m - tablica dwuwymiarowa liczb:

all dl12 ... diln
arr a2 ... an
dmi dm2 --- dmn

Taka tablice okresla sie mianem macierzy.



Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

lloczyn macierzy z wektorem

Przeksztatcenie dziata na kazdy wektor z jednej przestrzeni dajac wektor w innej przestrzeni.
Majac dang macierz i wspotrzedne wektora, jakie bedg wspétrzedne wektora w nowej
przestrzeni? Majac macierz o elementach aj; wynik v/ dziatania przeksztatcenia
odpowiadajacemu tej macierzy na wektor v obliczamy nastepujaco:

n
! _ .
Vi =D ajkvi
k=1
Mozna to zapisa¢ tak:
a1l a2 ... an| [y v

a1 a2 ... an| | v V4

dmli adm2 --- Amn



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej
Ztozenie przeksztatcen i iloczyn 2 macierzy

Jezelif:V—-Uig:U—Wtoh:V— W, h(v) = g(f(v)) nazywamy ztozeniem g i f.
Oznaczamy h = g o . Czyli przeksztatcamy przestrzen, dostajac inng przestrzen, po te nowa
przestrzen znowu przeksztatcamy dostajac trzecia. Odwrdcenie ztozenia nie jest zawsze
mozliwe, a nawet gdy jest to nie zawsze jest przemienne. Dziataniem analogicznym dla
macierzy jest iloczyn macierzy. Niech V, U, W maja wymiary odpowiednio n, m, /. Wéwczas
majac macierz przeksztatcenia f o wspdtczynnikach a, i macierz przeksztatcenia g o
wspoétczynnikach b, macierz h o wspodtczynnikach c jest zdefiniowana naztepujaco:

m
le-:ijkak,', I:].n,j:]./
k=1
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Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

Ztozenie przeksztatcen i iloczyn 2 macierzy

Mozna zapisac:

b11 b12 e blm all ai? e din Ci1 €Ci2 ... Cin
b21 b22 . bgm ani ano e aon C1 Co ... C2p
b/1 b/g e b/m dml dm2 --- dAmn Cin Co ... Cin

Warto zauwazy¢, ze iloczyn macierzy przez wektor mozna uznaé za szczegdlny przypadek
iloczyny 2 macierzy, jezeli potraktuje sie wektor jako macierz kolumnowa (macierz o jednym

wierszu i jednej lub wiecej kolumnach)



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej

Preksztatcenie odwrotne

Przeksztatcenie f : V — V/, dim(V) = dim(V’) jest nazywane odwracalnym, jezeli istnieje
takie przeksztatcemie g: V/ — V, ze fog =go f =i, gdzie i jest przeksztatceniem
identycznosciowym o wtasnosci i(v) = v Vv. Oznaczamy: g = f~1 Aby przeksztatcenie byto
odwrcalne potrzeba i wystarczy, zeby byto réznowartosciowe i zeby kazdemu wektorowi obrazu
odpowiadat wektor w pierwotnej przestrzeni.

Odwracalna macierz przeksztatcenia to macierz reprezetujaca odwracalne przeksztatcenie.
Macierz odwracalna musi by¢ kwadratowa (przestrzenie "z" i "do” maja ten sam wymiar). Dla
odwracalnej macierzy A mamy macierz odwrotng A~1 taka, ze AA~! = /. Macierze A~1 i |
réwniez s3 kwadratowe.
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Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

Preksztatcenie odwrotne

Macierz | ma postac:

O =

13



Krotkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowe]

Transpozycja macierzy

Dla macierzy A o wspéfczynnikach aj; macierz AT o wspétczynnikach ajj nazywa sie
transponowang do A.

14



Krétkie przypomnienie wiadomosci z algery liniowej

lloczyn skalarny

Dla przestrzeni liniowej mozna zdefiniowal operacje dziatajacg na parze wektoréw zwanga
iloczynem skalarnym. lloczyn skalarny przypisuje parze wektoréw liczbe z ciata nad ktérym jest
przestrzen. Oznacza sie: (v, u) lub v - u. lloczyn skalarny musi spetnia¢ 3 warunki:

(v,u) = (u,v)*, (a1v1 + apva, u) = ag(va, u) + az(ve, u), (v,v) > 0.

Standardowy iloczyn skalarny dla przestrzeni R” zdefiniowany jest jako: Y1 ; vju;, gdzie v;, u;
to odpowiednio i-ta wspdtrzedna wektora v i i-ta wspotrzedna wektora u i u, v € R”. lloczyn

ten mozna zapisa¢ jako iloczyn macierzy: (v,u) = v'u

O 2 wektorach u, v méwi sie, ze s3 ortogonalne, gdy (u,v) = 0.

15



Przestrzen Euklidesa R”

Przyktadem przestrzeni wektorowej jest n-wymiarowa przestrzen Euklidesa (z uktadem
wspotrzednych Kartezjusza). W przestrzeni tej mamy standardowa baze ztozona z 3 wektoréw
oznaczonych ey, ey, e,. Przyjety jest standardowy iloczyn skalarny. W przestrzeni tej dla
kazdego wekrora v definiuje sie norme przypisujaca wektorowi liczbe: |v| = \/(v, v) Wektory
bazowe s3 parami ortogonalne i maja wszystkie norme. Baza jest uporzadkowana, dzieki czemu
wektorom przypisane jest n wspdtrzednych. Wektory bazowe tworza tzw. uktad wspdtrzednych.
Wektor zerowy nazywamy $rodkiem tego uktadu.

Szczegdlnym przypadkiem jest przestrzen Euklidesa tréjwymiarowa. Ta przestrzen jest
wykorzystywana do opisu obiektéw (powierzchni, prostych, punktéw) w grafice tréjwymiarowej,
m.in OpenGL. Wynika to z faktu, ze takiej przestrzeni zyjemy i obserwujemy przedmioty.
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Przestrzen Euklidesa R”

W przestrzeni R"” definiuje sie kat miedzy wektorami v, u jako liczbe: 8 = arc cos

(v,u)

v]lul

17



lloczyn wektorowy w R3

W przestrzeni R? mozna zdefiniowaé operacje na dwéch wektorach v i u dajaca w wyniku
wektor w:

W1 = VaU3 — V3l2, W2 = V3lUi — VilU3, W3 = Vilz — VaU1
Oznaczamy w = v X u. w ma nastepujace wtasnosci: (w,v) = (w,u) =0, |w| = |ul|v|sind,

gdzie 0 to kat miedzy v i u. lloczyn wektorowy mozna zapisa¢ jako iloczyn wektora i macierzy
antysymetrycznej. Niech:

0 —as an
[a]x = | a3 0 -—a
—an al 0

Woéwczas: a x b = [a]xb = [b]]a
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Przyktady przeksztatcen w R3

Skalowanie

Skalowanie to transformacja, ktéra "wypycha” lub "weciska” przestrzen w kierunku srodka. W
przestrzeni tréjwymiarowej skalowanie moze si¢ odbywa¢ wzdtuz 3 kierunkéw bazowych,
moéwimy wiec o 3 wspdtczynnikach skalowania. Jezeli wszystkie wspotczynniki sg réwne to
moéwimy o skalowaniu jednolitym, w przeciwnym przypadku o niejednolitym. Skalowanie dla
wspotczynnikéw «, 3,7y jest zdefinowane tak:

5(v) = S([v1, v2, vs]) = [ava, Bva, yv3]

Odpowiada temu macierz:

a 0 0
0 5 0
0 0 v

Skalowanie jednolite jest rdwnowazne iloczynowi wektora przez liczbe. Skalowanie ze

wspotczynnikami odpowiada odbiciu w obiektu w kierunku odpowiadajacym
wspotczynnikowi.
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Przyktady przeksztatcen w R3

Rotacja

Rotacja obraca przestrzen zachowujac odlegtosci miedzy punktami i katy. Odpowiada ona
spojrzeniu na te samg przestrzen z innego kierunku. Obrét dokonuje sie wokét pewnej osi k o
pewien kat 6. Rotacja r jest zdefiniowana nastepujaco:

r(v) = vcos® + (k x v)sinf + k(k - v)(1 — cosf)

Macierz rotacji R mozna zapisa¢ tak:

R = I cosf + [k]x sinf + (1 — cos ) kk "

20



Przyktady przeksztatcen w R3

Rotacja

Oznaczmy ¢ = cosf, s = sinf. Szczegdlne przypadki:

1
0
0

0
c
-5

O =

(o)

macierz rotacji wokét pierwszego wektora bazowego

macierz rotacji wokét drugiego wektora bazowego

macierz rotacji wokét trzeciego wektora bazowego

21



Przyktady przeksztatcen w R3

Pochylenie

Pochylenie to przeksztatcenie, ktéremu odpowiada macierz postaci:

I oy ax
axy 1  azy
axz ayz 1
Np. macierz:
1 0
0 0
0 0 1

Zachowuje wspoétrzedne druga i trzecig wektora, natomiast vi = vi + ave. Takie
przeksztatcenie pochyla przestrzeh wzdtuz pierwszego wektora bazowego.

29



Problem ze skalowaniem

Jezeli mamy 2 wektory prostopadte i przeskalujemy je niejednolicie, to w ogdlnosci nie musza
by¢ dalej prostopadte. Czasami jednak wymagamy, aby wektor byt prostopadty do innego. Tak

jest w przypadku wektora normalnego do powierzchni.

1 1
X %
X -2

05 05

05 -05
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Problem ze skalowaniem

Rozwigzania:
e Nie uzywac skalowania niejednolitego.

e Wykona¢ transformacje na obu wektorach, nastepnie jeden "naprawi¢” kolejnym
przeksztatceniem.

W drugim przypadku trzeba znalez¢ takie przeksztatcenie, ktére przywraca prostopadtosé
wektoréw. Okazuje sie, ze gdy macierz M reprezentuje przeksztatcenie (bedace ztozeniem
miedzy innymi skalowan niejednolitych), ktére dziatajagc na 2 wektorach niszczy prostopadtosé,
to macierz M’ = (M7)™! = (M~1)T zastosowana na jednym z wektoréw przywraca wzajemna
prostopadtos¢. Jednoczesnie zachowuje ona dtugosc.
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Przestrzen homogeniczna

Macierze n na n przestrzeni R" s ograniczone. Moga reprezentowac tylko przeksztatcenia
liniowe. Translacja, czyli przesuniecie srodka uktadu wspétrzednych przestrzeni o wektor nie
jest przeksztatceniem liniowym. Nie ma wiec macierzy, ktéra odpowiada translacji.
Przeksztatcenie ktére jest ztozeniem przeksztatcenia liniowego i translacji nazywamy
przeksztatceniem afinicznym.

Przeksztatcenia afinicznego nie mozna zapisac za pomoca macierzy n na n, mozna je zapisaé
za to za pomocg macierzy n+ 1 na n+ 1.

Przyjmujemy wiec przestrzen o wymiarze o 1 wiekszym. Np. zamiast 3 mamy 4 wymiary.
Jednak nie uzywamy "wiekszej” przestrzeni w petni. Tworzymy w niej klasy abstrakcji
odpowiadajace obiektom z "mniejszej” przestrzeni. Nadal mamy wiec wektory np.
tréjwymiarowe, chociaz reprezentujemy je za pomoca 4 wspoétrzednych.
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Wspotrzedne homogeniczne

Dodajemy wiec do wektoréw dodatkowa wspétrzedna. Np. [x,y, z] — [x,y, z, w].

Stwierdzamy, ze dwa zestawy wspdtrzednych: [xi, x2, ..., Xnp+1] 1 [V1, Y1, -+ - Ynti]
przedstawiaja ten sam wektor gdy X;/Xn+1 = ¥i/¥n+1, I = 1...n. Pojawiaja nam sie nowe
twory - takie odpowiadajace wspdtrzednym [xi, x2, ..., 0]. Te obiekty nazywamy " punktami w

nieskonczonosci”. Maja one jaki$ kierunek i zwrot, ale s3 nieskonczenie odlegte od $rodka
uktadu wspétrzednych. Odpowiadaja im potproste. W grafice 3d takimi obiektami s3 wektory
normalne. Zwykte wektory, odpowiadajace punktom przestrzeni maja ostatnia wspdtrzedna
niezerowa. Mozemy utozsami¢ [x,y, z| ~ [x,y, z,1]. Jezeli w OpenGL przy podawaniu
wspotrzednych pominiemy ostatnia, zostanie przyjeta wtasnie w = 1.

26



Podobnie jak zwyktym punktom odpowiadajg wektory z jedynka na koncu, we wspdtrzednych
homogenicznych macierzom przeksztatcen liniowych odpowiadaja pewne szczegblne macierze
(n+1)-wymiarowe.

i a ain i an ain O
a1 d22 ... ap dl1 a2 ... an 0
dnl dp2 ... dnpn dnl dp2 ... dapn 1
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Macierz translacji

Macierz translacji nie jest przeksztatceniem liniowym, wiec nie ma odpowiadajacej macierzy w
zwyklych wspotrzednych. Ma jednak we wspdtrzednych homogenicznych:

1 0 0 t] [w

_ 101 0 ¢t |v
T(v)=v+t= 001 tl|v
0 0 0 1| vy

A wiec we wspdtrzednych homogenicznych mozna zapisa¢ translacje i przeksztatcenie liniowe,
nawet oba, wiec ogdlnie méwigc odowlne przeksztatcenie afiniczne. Ponadto dzieki tym
wspotrzednym mozna zapisaé macierz rzutu perspektywicznego.

28



Macierze w starym i nowym OpenGL

OpenGL 1.0-1.5
Funckjonalno$¢ wbudowana,
ustalona (fixed)

glLoadMatrix, glMultMatrix,
glRotate, glTranslate, glSca-
le, gIMatrixMode. ..

OpenGL 2.0-2.1

Opengl 3.0-4.2

Brak funckjonalnosci wbudo-
wanej - mozliwosé i koniecz-
no$¢ budowania wtasnej

glUniformMatrix*, glGetUni-
formLocation
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Macierze w starym OpenGL

Przestrzenie

Wspbdtrzedne wysytane do karty graficznej (np. przez g/Vertex) przechodza szereg

transformacji, zanim stworzg wspétrzedne punktu w oknie programu. Kazda transformacja
produkuje nowa przestrzen.

e Wspotrzedne wierzchotkéw tworza przestrzen obiektu (object space).

e Przestrzen obiektu jest transformowana przez macierz modelu/widoku do przestrzeni oka
(eye space).

e Przestrzen oka jest transformowana przez macierz projekcji tworzac przestrzen obcinania
(clip space).
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Macierze w starym OpenGL

Przestrzenie

o Wspodtrzedne w przestrzeni obcinania sa dzielone przez wspotrzedna w, tworzac " zwykia”
tréjwymiarowa przestrzen znormalizowang urzadzenia. Dodatkowo na tym etapie uzywane
s pfaszczyzny obcinania. (normalized device space).

e Znormalizowane przestrzeh urzadzenia jest transformowana do przestrzeni okna (window
space) przez transformacje widoku roboczego (viewport transform).

Transformacje modelu/widoku mozna rozdzieli¢ na transformacje widoku i modelu, jest to
ztozenie transformacji widoku i modelu (w tej kolejnsci). W starym OpenGL jest to ztaczone,
w nowym nie ma przekszdd, aby je rozdzieli¢. Macierz modelu ma za zadanie poustawiaé
obiekty na scenie, zmieni¢ ich ksztatt. Macierz widoku podowuje spojrzenie na obiekty z
innego punktu widzenia (inna kamera).
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Macierze w starym OpenGL
glOrtho

top

= 2

A

II!ﬂ—S'.—

toward \“x
the “L rlght

viewpaint

botiom

AR

near

far
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Macierze w starym OpenGL

glFrustum
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Macierze w starym OpenGL

gluPerspective

* near

far
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Macierze w starym OpenGL

Rodzaje macierzy

Macierz Modelu/Widoku (modelview)

Macierz Projekgji (projection)

Macierz Tekstur (texture)

Macierz Koloru (color)
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Macierze w starym OpenGL

Stosy macierzy

__ modalview
_I;_D matrix stack
- (32 4=4 matricas}

projeciion
¢ matrx stack
{2 44 matrices)
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Macierze w nowym OpenGL
Macierze w GLSL

uniform mat3 matil;
uniform mat4 mat2;
mat4x2 mat3[5];
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Macierze w nowym OpenGL

Modyfikacja macierzy w shaderze z zewnatrz

glUniformMatrix*fv(GLint location, GLsizei count,

GLboolean transpose, const GLfloat * value)
GLint glGetUniformLocation(GLuint program, const GLchar * name)
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